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ПРИЛОЖЕНИЕ ТЕОРИИ ГРАФОВ И АВТОМАТОВ К РЕШЕНИЮ 
ЗАДАЧ ДИНАМИКИ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ 

На основі проведеного аналізу наукової літератури відмічається, що теореми й алгоритми, які викорис-
товуються в теоріях графів і автоматів, можуть служити основою для уточнення та розвитку загальноприй-
нятих теорій і методів в механіці стержневих систем. 

На основе проведенного анализа научной литературы отмечается, что используемые в теориях графов и 
автоматов теоремы и алгоритмы могут служить основой для уточнения и развития общепринятых теорий и 
методов в механике стержневых систем. 

On the basis of conducted analysis of scientific literature it is noted that the theorems and algorithms used in 
theories of graphs and automata can serve as a basis for the refinement and development of generally accepted theo-
ries and methods in the mechanics of beam systems. 

Наряду с традиционными методами, позво-
ляющими рассчитывать свободные и вынуж-
денные колебания стержневых систем, все бо-
лее широкое применение находят топологиче-
ские методы, связанные с исследованиями 
структуры графов, представляющих такие сис-
темы [1 – 8]. Появилась возможность получить 
эффективное средство формализации совре-
менных инженерных задач, возникающих при 
изучении сложных механических систем, и 
разработки оптимальных вычислительных ал-
горитмов. 

В настоящее время имеется множество пуб-
ликаций, посвященных приложениям теории 
графов в различных областях исследований. Их 
детальный обзор и тематическая классифика-
ция приведены в работе J. Montbrun-DiFilippo и 
M. Delgado [9]. Следует также назвать моно-
графии М. Свами, К. Тхуласираман [10], 
В. П. Сигорского [11], Р. Басакер, Т. Саати [12], 
В. А. Горбатова [13], в которых излагаются как 
основы теории графов, так и примеры их прак-
тического применения, в частности, в задачах 
сетевого планирования и управления, построе-
ния систем связи и передачи информации, вы-
бора оптимальных маршрутов и потоков в се-
тях, проектировании механических систем, по-
строении электрических цепей и других. Отме-
тим работы, в которых применялись связные 
графы для изучения динамики транспортных 
средств [14 – 16], моделирования механических 
систем [5, 17, 18], стержневых конструкций  
[8, 19 – 22], динамики твердого тела [7, 23 – 25] 
и др. Кроме того, графы широко используются 
в различных разделах математики, теории ко-
нечных автоматов и теории групп [26 – 28]. 

В свою очередь, конечные автоматы, явля-
ясь составной частью теории систем, применя-
ются в самых разнообразных областях науки и 
техники, таких как электротехника, механика, 
физиология, лингвистика, а также в задачах 
анализа и синтеза различных технических уст-
ройств, систем и процессов, разработке про-
грамм и алгоритмов [11, 29 – 31]. 

O. Shai, K. Preiss [17], подводя итоги раз-
личных исследований, на примере плоской 
фермы, возвратно-поступательного механизма 
и планетарной передачи показали, что дискрет-
ные математические представления теории 
графов, матроидов и линейного программиро-
вания содержат элементы и структуры, изо-
морфные многим техническим системам. В 
следующей работе [18] авторы переходят к ло-
гическому выводу, имеющему важное практи-
ческое применение. Представляя элементы раз-
личных технических систем в виде математи-
ческого графа, несложно определить, насколько 
обоснована топология данного графа и, следо-
вательно, топология данной технической сис-
темы. Проведение такого анализа до перехода к 
основному статическому расчету дает явные 
преимущества, сокращает время на проектиро-
вание и исключает вероятность ошибки. Кроме 
того, дальнейшие исследования N. Ta’aseh, 
O. Shai [8] открывают новые перспективы для 
использования известных теорем сопряженных 
структур в механике, которые могут быть вы-
ведены из принципа теоретической двойствен-
ности графов, представляющих реальные кон-
струкции. 

F. F. Tsai, J. E. Hang [14, 15] вводят понятие 
топологического анализа, под которым пони-
мается исследование структуры графа, описы-
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вающего систему твердых тел. Разработанная 
методика позволяет приводить граф к структу-
ре дерева и находить пути оптимизации вычис-
лительных процедур для расчета кинематиче-
ских и динамических характеристик механиче-
ской системы. Для конкретных примеров мно-
гозвенного механизма и четырехколесного эки-
пажа получены матрицы ориентации, скорости 
и ускорения точек тел. 

Работа Е. Г. Кузовкова, А. А. Тырымова [32] 
посвящена изучению возможностей графового 
подхода к разработке статических расчетных 
схем повышенной точности, в частности, при 
построении дискретной модели упругой орто-
тропной среды. Вначале среда рассекается на 
элементы (подграфы), имеющие известное ма-
тематическое описание. Затем с помощью мат-
риц, гарантирующих структуру графа-модели и 
уравнений, описывающих отдельные элементы, 
получают уравнения системы в целом. 

Практически из той же идеи исходит метод 
Г. Крона [33], получивший название «диакоп-
тика». Проводя аналогию между электрически-
ми сетями и системами самой различной физи-
ческой природы, автор с помощью топологиче-
ских моделей, матричного и тензорного исчис-
ления получает общее решение по уравнениям 
отдельных ее частей. 

В работе В. А. Баженова, В. Ф. Оробей и др. 
[4] для рассчитываемой методом граничных 
элементов стержневой системы составляется 
ориентированный граф, который практически 
не отличается от принятой расчетной схемы и 
содержит номера узлов с указанием начала и 
конца каждого стержня. Для составления раз-
решающих уравнений используются топологи-
ческие матрицы, связанные с переносом конеч-
ных параметров и сохраняющие свою структу-
ру в задачах статики, динамики и устойчивости 
стержневых систем. 

На основе применения теории графов 
K. Watanuki, H. Ohtaki и др. [16] предложили 
аналитический метод, позволяющий с помо-
щью специальных средств компьютерной ал-
гебры автоматизировать расчет динамических 
характеристик многомассовых механических 
систем. На примере моделей с двумя и тремя 
степенями свободы вычерчивается граф систе-
мы, составляются уравнения движения и рас-
считываются параметры колебаний. Аналогич-
ный подход использовали в своих работах 
J. J. McPhee, S. M. Redmond, P. Shi [7, 34, 35] 
для представления топологии системы твердых 
тел и составления уравнений движения с по-

мощью специальной компьютерной программы 
в символьной форме. 

Ma Zheng-Dong, N. Kikuchi и др. [6] методы 
топологической оптимизации относят к одним 
из самых перспективных направлений опти-
мального проектирования конструкций, в част-
ности, при отыскании показателей наилучшего 
распределения конструкционного материала. 
Предлагается также использовать способ топо-
логической оптимизации в задачах расчета соб-
ственных значений однопролетных балок и 
плоских рам с различными граничными усло-
виями. Развитие этот метод получил в работах 
G. Guo, N. Morita, T. Torii [21], Y. Dong, 
H. Huang [20], в которых используется генети-
ческий алгоритм для топологической оптими-
зации ферменной конструкции и определения 
оптимальных динамических характеристик 
плоского четырехзвенного механизма, а также 
в работе K. Shea, J. Cagan, S. J. Fenves [22], где 
рассматривается топологическая задача опти-
мального проектирования стержневых конст-
рукций с целью наилучшей группировки струк-
турных звеньев. 

Одной из важнейших проблем, возникаю-
щих при расчете колебаний стержневых и ба-
лочных конструкций на ЭВМ, является форма-
лизация ее топологии и автоматизация форми-
рования коэффициентов системы уравнений. 
И. П. Осолотков, Е. К. Резников [3] для форма-
лизации топологии таких конструкций предло-
жили выделение типовых структурных элемен-
тов (звено, связь, включение) и присвоение им 
векторов признаков. Эффективная методика 
для идентификации изоморфных графов разра-
ботана Ch.-H. Hsu, K.-T. Lam [36], где также 
приведен простой алгоритм перемаркировки 
вершин графа и получения его топологического 
кода. 

G. Bojadziev, L. Lilov [24] представили урав-
нения движения системы твердых тел, которые 
можно разделить на две группы: первая описы-
вает топологию, т.е. совокупность связей меж-
ду подсистемами, а вторая – физические про-
цессы, происходящие в этих подсистемах. В 
монографии А. И. Телегина [37] разработана 
методика формального составления уравнений 
механики систем твердых тел с помощью таб-
лиц структурных, кинематических и массо-
инерционных параметров. В результате исполь-
зования теории графов K. P. Arczewski, 
F. A. Dul [23] получили матричное выражение 
для угловых скоростей отдельных твердых тел 
системы. Показано, что абсолютная скорость 
любого тела зависит от топологической струк-
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туры системы, которую удобно представить в 
виде системного и размерного графов. Первый 
определяет взаимосвязь элементов системы, а 
второй – прослеживает возможные переходы к 
основанию от каждого тела. 

T. F. Brown [25] для анализа относительно 
простых динамических систем использует ме-
тоды прямого моделирования. Такой подход 
приводит к тому, что специалист создает мо-
дель в виде связного графа, который раскрыва-
ет сущность конструкции и содержание самой 
модели, тем самым предотвращает возмож-
ность совершения разного рода ошибок и уско-
ряет процесс благодаря получению набора лег-
ко решаемых алгебраических уравнений. Для 
расчета сложных систем автор предлагает ме-
тоды непрямого моделирования, основанные на 
расчетах энергии с помощью уравнений Ла-
гранжа и Гамильтона, которые также совмес-
тимы с основными связными графами. Как до-
казательство приведены многочисленные при-
меры в виде плоского двухзвенного механизма, 
системы с переменной регулируемой массой, 
гиросистемы и др. 

Статьи D. Karnopp [5] и B. Maschke [38] раз-
вивают предшествовавшие работы, посвящен-
ные применению связных графов к исследова-
нию энергетических потоков в физических сис-
темах. В частности, предлагается способ по-
строения графа при нелинейных характеристи-
ках конечных связей, который демонстрируется 
для механического дифференциала при помощи 
полей инерции и податливости конструкции с 
последующим аналитическим описанием дви-
жения системы уравнениями Лагранжа и Га-
мильтона. 

Топологические аспекты механики стерж-
невых систем, а также основные понятия тео-
рии графов использованы А. П. Филиным, 
О. Д. Тананайко и др. [19] в статических расче-
тах строительных конструкций с применением 
классических методов сил и перемещений. 
Графовая модель и функция Грина использова-
лись в работе М. Абдульмаджида и 
В. А. Прядиева [39] при расчете колебаний уп-
ругой сетки из струн, сочлененных пружинами. 

Приложение булевой алгебры, математиче-
ской логики и некоторых понятий теории ко-
нечных автоматов к решению плоской задачи 
изгибных колебаний пластин и цепных стерж-
невых систем можно найти в работах 
В. Л. Рвачева [40] и Г. Н. Эйхе [41]. В первом 
случае для описания сложных краевых условий 
в расчеты вводятся специальные R -функции, 
которые являются функциями обычных непре-

рывных аргументов и обладают рядом свойств 
функций алгебры Буля. Во втором – применя-
ется метод прогонки в сочетании с ассоцииро-
ванными матрицами, действия над которыми 
сведены к простым и наглядным операциям. 

А. С. Галиуллин [42], анализируя основные 
задачи динамики механических систем, отме-
тил, что они как по постановке, так и по мето-
дике их решения могут быть рассмотрены в 
виде прямой и обратной задач теории симмет-
рии, предполагающей существование исходно-
го и отображенного множеств. Особенно четкое 
представление составляющих симметрии на-
блюдается в системах динамической аналогии 
между процессами различного физического 
содержания. 

Как известно [43, 44], формальное сходство 
дифференциальных уравнений, описывающих 
колебательное движение механических, элек-
трических, акустических и других систем по-
зволяет провести динамические аналогии меж-
ду ними.  

К примеру, уравнения Лагранжа второго ро-
да для электрической системы (уравнения Ла-
гранжа-Максвелла) по аналогии «сила-напря-
жение» выражают второй закон Кирхгофа, а по 
аналогии «сила-ток» – первый. Поэтому выво-
ды, полученные при исследовании уравнений 
одной системы, могут быть распространены на 
другие динамически аналогичные системы. 

В. Ю. Бобыльченко, П. М. Чеголин [45] ис-
пользовали метод электромеханических анало-
гий для определения собственных изгибных 
колебаний балок с сосредоточенными регуляр-
ными массами. Электрическая схема замеще-
ния колеблющейся балки представлена в виде 
четырехполюсника, а динамические уравне-
ния – в форме метода начальных параметров, 
содержащие в качестве неизвестных либо углы 
поворота и изгибающие моменты, либо линей-
ные перемещения и перерезывающие силы. В 
статье С. В. Кудинова [46] показана возмож-
ность электрического моделирования связан-
ных изгибно-крутильных и поперечно-продоль-
ных колебаний простой балки. Проведены ана-
логии между уравнениями в электромагнитных 
цепях и дифференциальными уравнениями, по-
лученными для механических систем. В работе 
Г. Крона [33] упругая балка рассматривается 
как шестифазная линия передачи. При этом ли-
нейные и угловые смещения балки возникают 
под действием приложенных сил точно так же, 
как и электрические токи в трехфазной линии 
передачи под действием приложенных напря-
жений. 
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В свою очередь, анализ электрических це-
пей удобно проводить с помощью теории гра-
фов [10, 12]. В этом случае соотношения между 
токами и напряжениями на элементах цепи вы-
текают из законов Кирхгофа и отношения орто-
гональности между цикломатической матрицей 
и матрицей сечений соответствующего ориен-
тированного графа. Излагаемые в работах 
Ю. Г. Минкина, К. Ю. Красносельского [1, 2] 
методы исследования колебаний некоторых 
механических систем обобщают результаты, 
полученные в теории электрических цепей. 
Стержень представляется в виде двухполюсни-
ка, соединенных дугой графа. Составление 
дифференциальных уравнений производится по 
методу интегральных координат. Однако сле-
дует отметить сложность формирования разре-
шающей системы уравнений даже для простых 
конструкций, а также большой порядок полу-
чаемых матриц, включающий до нескольких 
тысяч строк (столбцов). 

Дальнейшее развитие этого направления 
предложено O. Shai [47] для решения задач 
проектирования с помощью дискретных мате-
матических моделей. Когда различные техни-
ческие системы представляются в виде одного 
и того же графа, существует возможность об-
мена информацией между ними через каналы 
связи. Это свойство автор использует для пре-
образования задач по проектированию из одной 
области в другую с последующим поиском ре-
шения в этой вторичной области. Как только 
решение найдено, оно трансформируется об-
ратно в первоначальную задачу и возвращается 
в исходную область. 

Как известно [33], разработанная математи-
ками фундаментальная наука о структурах 
(комбинаторная топология) послужила мощ-
ным толчком в развитии теории электрических 
цепей. В связи с этим можно ожидать, что ис-
пользование основных понятий комбинаторной 
топологии для анализа и расчета механических 
систем также будет служить развитию сущест-
вующих и созданию новых более мощных ме-
тодов их исследования. 

Имеющийся опыт позволяет предположить, 
что интеграция топологических и автоматных 
методов наиболее перспективна по отношению 
к методам решения краевых задач на базе гра-
ничных интегральных уравнений [48]. В числе 
работ, использующих модели стержневых сис-
тем с распределенными параметрами, все ча- 
ще применяется метод граничных элементов  
[4, 48 – 51], который превосходит многие мето-
ды по точности получаемых результатов, про-

стоте алгоритма, экономичности использования 
ресурсов ЭВМ, времени подготовки данных и 
времени счета и т.д. Среди упомянутых обра-
щают на себя внимание работы отечественных 
ученых В. А. Баженова, В. Ф. Оробея и др.  
[4, 51], в которых основные соотношения мето-
да начальных параметров используются в зада-
чах динамики стержневых систем на качест-
венно более высоком уровне. Дальнейшее раз-
витие МГЭ возможно за счет решения некото-
рых проблем, связанных с точным учетом со-
средоточенных масс и сил инерции подвижных 
элементов, исключением из матриц нулевых 
ведущих элементов, раскрытием определителей 
высоких порядков, а также с детальной прора-
боткой вопросов расчета совместных колеба-
ний двух- и трехмерных стержневых систем, 
учетом различных факторов реальных конст-
рукций и других. 

По результатам краткого анализа научной 
литературы можно отметить, что многие 
стержневые конструкции могут быть представ-
лены в виде графов и автоматов, однако лишь 
небольшое число публикаций посвящено ис-
пользованию понятий комбинаторной тополо-
гии в решении инженерных задач, возникаю-
щих при изучении сложных механических сис-
тем. Тем не менее, ряд научных исследований 
показывает, что используемые в теориях гра-
фов и автоматов теоремы и алгоритмы могут 
служить основой для уточнения и развития об-
щепринятых теорий и методов в механике 
стержневых систем. 
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