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А. А. БОСОВ, К. В. ЕЛИСЕЕНКО (ДІІТ) 

ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ МЕРЫ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯ  

Запропоновано варіант числення функцій множини та його застосування. 

Предложен вариант исчисления функций множества и его применение.  

The variant of calculus of functions of a set and its application are offered. 

В работе [1, с. 92] сформулированы две за-
дачи теории меры: 

1. Трудная задача теории измерения. 
Необходимо каждому ограниченному мно-

жеству Е приписать неотрицательное число 
( )Eµ  – его меру так, чтобы были выполнены 

следующие условия: 
1) если [0, 1]E = , то ( ) 1Eµ = ; 
2) если множества A  и B  конгруэнтны, то 

( ) ( )A Bµ = µ ; 
3) если k

k
E E=∪  и i jE E =∅∩  при i j≠ , 

то 

( ) ( )k
k

E Eµ = µ∑ . 

Оказывается, что эта задача неразрешима 
даже в пространстве 1R . 

2. Легкая задача теории измерения. 
В этой задаче условия 1) и 2) такие же, как и 

в трудной задаче, а условие 3) выполняется 
только для конечного числа слагаемых, т.е. ес-

ли 
1

n

k
k

E E
=

=∑  и i jE E =∅∩  при i j≠ , то 

1
( ) ( )

n

k
k

E E
=

µ = µ∑ . 

Относительно легкой задачи имеем сле-
дующее. 

Теорема (С. Банах). Легкая теория измере-
ния разрешима для пространств 1R  и 2R , но не 
единственным образом. 

Теорема (Ф. Хаусдарф). Для пространств 
nR , где 3n ≥ , легкая задача теории измерения 

неразрешима. 
Отметим, что условие 2) неявно утверждает, 

что работаем в однородном пространстве. По-
следнее можно воспринимать как ограничение 
на «размеры» области (множества), в которой 
работаем. 

Если мы откажемся от предположения об 
однородности пространства, то тогда теряет 
смысл и условие 1). 

Пусть X  является некоторым подмножест-
вом множества Ω , а ( )XA  – множество под-
множеств множества X , причем считаем, что 

( )XA  является алгеброй [2]. 
Определение 1. Отображение ( )XA  на дей-

ствительную ось R  будем называть функцией 
множества и символически записывать 

( ) FX R⎯⎯→A , где F  – правило отображения. 
Среди всевозможных правил отображения 

выберем такое, что имеет место 

1. ( ) 0Aµ ≥  ( )A X∀ ∈A . 

2. Если ( ) 0Aµ = , то A =∅ . (1) 

3. , ( )A B X∀ ∈A  имеем 
( ) ( ) ( ) ( )A B A B A Bµ = µ + µ −µ∪ ∩ . 

Функцию множества ( )Aµ  будем называть 
мерой на множестве ( )XA . 

Рассмотрим некоторые примеры. 
Дискретные множества. В этом случае 
{ , 1, ..., }i i nΩ = ω = , а X ⊂Ω  состоит из конеч-

ного числа точек. Пусть | |X  – число равное 
числу точек, принадлежащих X . В этом случае 

( )XA  будет содержать | |2 X  подмножеств мно-
жества X . 

Каждому x X∈  присвоим число ( ) 0p x > . В 
этом случае ( )A X∀ ∈A  имеем 

 ( ) ( )
x A

A p x
∈

µ = ∑ . (2) 

Легко проверить, что так определенная 
( )Aµ  удовлетворяет соотношениям (1). 
Однако, в общем случае существование 

( )Aµ , удовлетворяющей соотношениям (1), 
требует дополнительного исследования. 

Рассмотрим пример [3], когда введенная ме-
ра учитывает неоднородные оси. 
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Определение 2. Промежутком оси считаем 
любые из следующих видов множеств: 

1) отрезок [ , ]α β  (концы включены); 
2) интервал ( , )α β  (концы исключены); 
3) полуинтервал ( , ]α β  (включен правый 

конец); 
4) полуинтервал [ , )α β  (включен левый ко-

нец); 
5) отдельная точка [ ]α . 
Пусть каждому промежутку ∆  на отрезке 

[ , ]a b  сопоставлено некоторое положительное 
число ( )µ ∆  и выполняется условие полной ад-
дитивности, т.е., если ∆  есть объединение 

1 2, , ..., , ...n∆ ∆ ∆  без общих точек, то 

( ) ( )k
k

µ ∆ = µ ∆∑ . 

В этом случае задана мера, аналогичная ме-
ре Стилтьеса. Заметим, что в случае, когда 

( )µ ∆  равна длине промежутка ∆ , а если ∆  – 
точка, то полагаем ( ) 1µ ∆ = . Таким образом, 
получаем обобщение меры Лебега [4]. 

Определение 3. Пусть ( )f x  определена на 
отрезке [ , ]α β  и такая, что при любом c  мно-
жество { ( ) }f x c≤  измеримо по только опреде-
ленной мере, такие функции, следуя Лебегу, 
будем называть измеримыми. 

Рассматривая конструкцию интеграла по 
Лебегу и данной мере, получаем, что всегда 
существует интеграл от измеримой функции, 
который будем обозначать в виде 

( ) ( )
A

f x dxµ∫ , 

где [ , ]A a b⊆ . 
Пример. Пусть { [ , ]; 1, }iA x a b i n= ∈ = , а 

функция ( )f x  равна ( )i if x z=  и равна нулю 
вне точек из A , тогда интеграл от данной 
функции будет равен 

1
( ) ( ) ({ })

n

i i
iA

f x dx z x
=

µ = ⋅µ∑∫ . 

Учитывая, что ({ }) 1ixµ = , получим 

1
( ) ( )

n

i
iA

f x dx z
=

µ =∑∫ . 

Если обозначить через ( )m ∆  меру Лебега 
∆ , то интеграл от данной функции по мере Ле-
бега будет равен нулю. 

Определение 4. Пусть A  и ( )B X∈A , тогда 
множество A B+  будем называть вариацией 
множества A  с помощью множества B , где  
+  – симметрическая разность. 

Определение 5. Множество B  будем назы-
вать пределом последовательности { }nB , 

1, 2, ...n = , если имеет место 

 lim ( ) 0nn
B B

→∞
µ =+ . (3) 

Пусть *B  является пределом по Борелю по-
следовательности { }nB , 1, 2, ...n = , тогда имеет 
место 

Теорема 1 [5]. Если у последовательности 
{ }nB  существуют пределы *B  и B , то они сов-
падают и из существования одного из них сле-
дует существование другого. 

Определение 6. Если на любой последова-
тельности { }nB , сходящейся к B , имеет место 

lim ( ) ( )nn
F B F B

→∞
= , 

то такую функцию будем называть непрерыв-
ной. 

Определение 7. Предел последовательности 
чисел 

( ) ( )
( ) ( )

n
n

n

F A B F Aa
A B A

−
=
µ −µ

+
+

, 1, 2, ...n =  

будем называть производной функции множе-
ства ( )F A  на последовательности { }nB  и запи-
сывать в виде 

 
{ }

( ) lim
n

nn
B

dF A a
d →∞µ

� . (4) 

Теорема 2 [5]. Если ( ) ( )F E F A≤ , 
( )A X∀ ∈A , то с необходимостью для непре-

рывной функции имеет место 

{ }

( ) 0
nB B C

dF E
d → ⊂

≤
µ

. 

Заметим, что в случае, когда ( )F A  – адди-
тивная функция, то определение (4) совпадает с 
определением Коши [4]. 

Рассмотрим задачу векторной оптимизации 

1

2

( )
min

( )
F A
F A

⎛ ⎞
→⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

при условии, что функции определены и непре-
рывны на ( )XA . 
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Определение 8. Множество ( )A X∈A  на-
зывается эффективным, если любая его вариа-
ция одну из функций уменьшает, а другую уве-
личивает. 

Теорема 3. Для того, чтобы множество A  
было эффективным, необходимо и достаточно 

 1 2( ) ( ) 0dF A dF At
d d

+ =
µ µ

, (5) 

где 0t ≥ , а производные берутся на последова-
тельности { }nB , сходящейся к B A⊂ . 

Доказательство. Необходимость. Пусть  
A  – эффективное множество, тогда 

1 1 1( ) ( )nF F A B F A∆ = −+  

и 2 2 2( ) ( )nF F A B F A∆ = −+  

имеют разные знаки и получаем 

1 2

1 2

0
| | | |

F F
F F

∆ ∆
+ =

∆ ∆
, 

или 

1

1 2

2

0
| |

F
F F

F

∆
∆µ∆ ∆

+ ⋅ =
∆µ ∆µ∆

∆µ

, (6) 

где  

( ) ( )nA B A∆µ = µ −µ+ . 

В силу непрерывности 1F , 2F  и µ , взяв 
предел в (6) на последовательности { }nB , схо-
дящейся к B , получаем 

 1 2( ) ( ) 0dF A dF At
d d

+ =
µ µ

, (*) 

где 1 2lim
n

F Ft
→∞

∆ ∆
=

∆µ ∆µ
. 

Достаточность. Пусть имеет место (5), ко-
торое запишем в виде 

1

1 2

2

{ }

lim 0
| |

n

x

B B A

F
F F

F→∞

→ ⊂

⎛ ⎞∆
⎜ ⎟∆µ∆ ∆⎜ ⎟+ ⋅ =
⎜ ⎟∆µ ∆µ∆
⎜ ⎟∆µ⎝ ⎠

, 

или    1 2

1 2 { }

lim 0
| | | |

n

x
B B A

F F
F F→∞

→ ⊂

⎛ ⎞∆ ∆
+ =⎜ ⎟∆ ∆⎝ ⎠

. 

Выражение, стоящее в скобках, может быть 
равным –2 или 0, или 2. 

Следовательно, для любого сколь угодно 
малого 0ε >  можно указать номер ( )n ε , начи-
ная с которого 

1 2

1 2| | | |
F F
F F

∆ ∆
+ < ε

∆ ∆
. 

Последнее означает, что, начиная с номера 
( )n ε , имеем 

1 2

1 2
0

| | | |
F F
F F

∆ ∆
+ =

∆ ∆
, 

а в силу произвольности последовательности 
{ }nB  данное соотношение будет иметь место и 
для 1, 2, ...n = , что и доказывает достаточ-
ность (5). 

Пример 1. Пусть 

1 1( ) ( ) ( )
A

F A f x dx= µ∫ ; 

2 2( ) 1 ( ) ( )
A

F A f x dx= − µ∫ , 

тогда  

1
1

{ } { }

( )
nB x A

dF f x
d → ∈

=
µ

; 

2
2

{ } { }

( )
nB x A

dF f x
d → ∈

= −
µ

 

Из условия (*) для x A∀ ∈  имеем 

1 2( ) ( ) 0f x t f x+ ⋅ = ,  0t ≥ . 

Решая данное уравнение относительно x , 
получаем ( )x t  и, перебирая 0t ≥ , получаем 
эффективные множества в параметрической 
форме. 

Если 2
1f x= , 2f x= , то имеем 

{ : 0 }A x x t= ≤ ≤ . 

2
1( ) ( ),

A

F A x dx= µ∫   2 ( ) 1 ( )
A

F A x dx= − µ∫ . 

Графики этих интегралов представлены на 
рис. 1. 

Пример 2. Пусть 1 2( ), ( )F A F A  такие как в 

примере 1, а 2
1f x=  и 2

2 ( 1)f x= − , то решение 
уравнения (**) представляет собой  

1 2( ) ( ) /( 1); ( ) ( ) /( 1);x t t t t x t t t t= − − = + −  
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тогда 1 2{ : ( ) ( ), 0}A x x t x x t t= ≤ ≤ ≥ , а пове-
дение 1 2,F F  представлено на рис. 2. 

 
Рис. 1 

1
1

{ } { }

( )
nB x A

dF f x
d → ∈

=
µ

, 

2
2

{ } { }

( )
nB x A

dF f x
d → ∈

= −
µ

. 

Из условия (*) для x A∀ ∈  имеем 

 1 2( ) ( ) 0f x t f x− = ,  0t ≥ . (**) 

Решая данное уравнение относительно x , 
получаем ( )x t  и, перебирая 0t ≥ , получаем 
эффективные множества в параметрической 
форме. 

 
Рис. 2. График изменения 

1 2
,F F  в зависимости от t  
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