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ОСОБЕННОСТИ ПОСТРОЕНИЯ ОБЪЕМНЫХ КОНЕЧНЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ РАСЧЕТА КОНТИНУАЛЬНЫХ МОДЕЛЕЙ 
МОСТОВЫХ КОНСТРУКЦИЙ 

В роботі розглянуті теоретичні основи розробки об’ємних скінчених елементів, які можуть бути викори-
стані для розрахунку континуальних моделей мостових конструкцій. 
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В работе рассмотрены теоретические основы разработки объемных конечных элементов, которые могут 
быть использованы при расчете континуальных моделей мостовых конструкций. 

Ключевые слова: метод конечных элементов, континуальная система, мост, балка, стержень 

In the article are represents theoretical basis of design volume finite elements which can be used at calculation 
continuous models of bridge systems. 
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Развитие численных методов анализа мос-
товых конструкций занимает важное место 
среди общих задач современного мостострое-
ния. Несмотря на стабильное увеличение объе-
мов инженерного программного обеспечения, в 
отдельных областях проектирования строи-
тельных конструкций, в частности, транспорт-
ных сооружений, по-прежнему остаются вос-
требованными программные комплексы для 
проведения статических и динамических расче-
тов. Один из таких комплексов представлен в 
работе [1]. 

В программном комплексе Belinda динами-
ческий анализ мостовой конструкции осущест-
вляется с применением методов прямого интег-
рирования (так называемый расчет во времен-
ной области [2]). Дифференциальные уравне-
ния движения узлов конструкции представлены 
в форме Ньютона-Эйлера, которые впоследст-
вии интегрируются численным методом по 
схеме Рунге–Кутта. Для определения парамет-
ров напряженно-деформированного состояния 
в элементах мостовой конструкции на каждом 
шаге интегрирования выполняется статический 
расчет методом конечных элементов. Алгорит-
мы построения разрешающих уравнений для 
пролетных строений железнодорожных мостов 
с применением стержневых и балочных конеч-
ных элементов опубликованы ранее [3, 4]. Це-
лью настоящей статьи является расширение 
библиотеки конечных элементов программного 
комплекса Belinda для статического расчета 
пространственных континуальных систем. 

В основе объектно-ориентированного про-
граммирования лежит понятие наследования 

структур данных [5]. Эта концепция позволяет 
установить некоторый базовый класс данных с 
обозначенными, но неопределенными (вирту-
альными) свойствами и функциями, который в 
общей топологии классов обычно называют 
«предком». В каждом новом классе данных, 
наследованном от «предка», имеется возмож-
ность реализовать функционал виртуальных 
свойств, а также расширить его новыми функ-
циями. Каждый наследованный класс («пото-
мок») способен стать «предком» для своей под-
системы, и все новые классы данных, наследо-
ванные от него, будут иметь расчетный потен-
циал всей иерархии «предков». Таким образом, 
высокоуровневое программирование позволяет 
строить объектные модели различных систем, 
обладающих иерархической структурой. Эту 
методику удобно применять, например, для 
описания топологии конечных элементов. 

В виду того, что конечные элементы имеют 
целый ряд свойств и параметров, то достаточно 
сложно классифицировать их по какому-то оп-
ределенному признаку. Например, в программ-
ном комплексе Ansys™ определено более пя-
тидесяти различных типов конечных элемен-
тов. Каждый из них находит применение в от-
дельной области расчета (статический и 
динамический анализ, моделирование вязко-
упругих и вязко-пластичных материалов, зада-
чи стационарного и нестационарного теплооб-
мена, анализ движения потоков жидкости и га-
за, задачи гидроаэродинамики, акустики и пр.). 

Простейшим признаком конечного элемента 
является его мерность. Если для аппроксима-
ции поля перемещений используются полино-
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миальные функции, то в соответствии с их по-
рядком конечные элементы могут быть разде-
лены на три класса: симплекс-, комплекс- и 
мультиплекс-элементы [6]. В первом случае 
полином на основе симплексной функции со-
держит константу и линейные члены, во втором 
– компоненты более высоких порядков, причем 
комплекс-элементы по сравнению с симплекс-
элементами имеют ряд дополнительных узлов 
(например, в центрах граней). Для границ 
мультиплекс-элементов справедливо условие 
параллельности координатным осям, поэтому 
конечные элементы данного класса могут рас-
сматриваться как частный случай комплекс-
элементов. 

Так как операция формирования общей мат-
рицы жесткости является одним из основных 
этапов расчета системы МКЭ, особое внимание 
при этом необходимо уделять построению ло-
кальных матриц жесткости конечных элемен-
тов. 

Как известно, локальная матрица жесткости 
стержневого элемента в пространственной по-
становке может быть представлена квадратной 
блочной матрицей следующего вида: 
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Для конечного элемента с n  узлами локаль-
ная матрица жесткости будет иметь порядок 
6n : 
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Система уравнений равновесия, необходи-
мых для определения узловых перемещений 
конструкции, получена на основе принципа 
возможных перемещений [7]: 

 ,CZ R=  (3) 

где C  – глобальная матрица жесткости; Z  – 
вектор искомых перемещений; R  – вектор 
внешних узловых нагрузок. 

Нетрудно видеть, что для отыскания вектора 
глобальных узловых перемещений достаточно 
определить матрицу податливости системы 

1L C−= : 
 .Z LR=  (4) 

При расчете стержневой или балочной кон-
струкции с использованием одномерных ко-
нечных элементов система уравнений (4) отно-
сительно перемещений дает точное решение, 
которое в дальнейшем можно использовать для 
вычисления остальных параметров напряжен-
но-деформированного состояния. Для двух- и 
трехмерных систем, как правило, вектор гло-
бальных перемещений Z  определяется при-
ближенно, после дискретизации континуума 
соответствующими плоскими или объемными 
конечными элементами. 

Следует отметить, что при расчете стержне-
вых систем вектор R  (4) характеризует нагруз-
ку общего вида, приведенную к узлам конст-
рукции. В случае континуальной системы име-
ем дело с элементарными объемными телами 
бесконечно малых форм и размеров, поэтому 
вектор R , в общем случае, может состоять из 
следующих компонентов: 

 ,V A SR R R R Rσ= + − +  (5) 

где VR  – вектор нагрузки от влияния объемных 
сил; AR  – то же, поверхностных; Rσ  – вектор 
нагрузки, учитывающий влияние начальных 
напряжений в конструкции; SR  – вектор сосре-
доточенных сил. 

Выражение вектора объемных сил имеет 
вид: 
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=
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где 1, 2,j m= …  – порядковый номер конечного 
элемента; jV  – его объем; ,V jF  – вектор объем-
ных сил, приложенных к -ì ój  конечному эле-
менту. 

Аналогичный вид имеет выражение вектора 
поверхностных сил: 
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1
,

m
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где A  – площадь поверхности -ãîj  конечного 
элемента. 

Эффект начальных напряжений учитывается 
вектором 

 T

1
,

m

j jV
j

R B dVσ
=

= σ∑∫  (8) 

где jσ  – вектор напряжений -ãîj  конечного 
элемента. 

Для сосредоточенных сил имеем 

 ,
1

,
m

S S j
j

R F
=

=∑  (9) 

где ,S jF  – вектор сосредоточенных сил в пре-
делах -ãîj  конечного элемента. 

Используя в МКЭ идею метода перемеще-
ний, будем определять перемещения u  и де-
формации ε  -ãîj  конечного элемента в его 
локальной системе координат через глобальные 
перемещения Z  всех n  узлов конструкции: 
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где вектор-столбец глобальных перемещений 
Z  размерности 3n  имеет вид: 
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n
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  (11) 

Здесь и далее фигурные скобки условимся 
использовать для обозначения вектор-столбца. 
Матрица jH  (10) устанавливает функциональ-
ную связь локальных перемещений узлов сис-
темы с их глобальными перемещениями. Как 
правило, эти зависимости в МКЭ принимаются 
в виде полиномов. Так, перемещение -ãîi  узла 
в локальной системе координат -ãîj  конечного 
элемента (см. рис. 1) может быть представлено 
следующими выражениями: 
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 (12) 

где , ,i i ix y z  – положение -ãîi  узла в локальной 
системе координат конечного элемента; 

1 4a c…  – коэффициенты (обобщенные коорди-
наты). 

 
Рис. 1. Геометрия перемещений узла конечного  

элемента в локальной и глобальной 
системах координат 

Количество обобщенных координат в поли-
номах (12) должно соответствовать общему 
количеству узлов конечного элемента n  и раз-
мерности координатного пространства [6]. Та-
ким образом, степень полинома, описывающего 
поле перемещений конечного элемента, являет-
ся важным критерием точности расчета МКЭ. 

В матричном представлении система урав-
нений (12) примет вид: 

 ,i iu = Φ α  (13) 

где α  – вектор неизвестных обобщенных коор-
динат: 
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iΦ  – матрица полиномиальных функций раз-
мера 3 n× : 
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Обобщаем соотношение (13) на все n  уз-
лов -ãîj  конечного элемента: 

 ,j j ju A= α  (17) 

где jA – блочная матрица размера 3 3n n× : 
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 (18) 

Квадратная матрица jA  размера n n×  чис-
ленно реализует функцию ϕ  (15) и содержит 
локальные координаты всех n  узлов -ãîj  ко-
нечного элемента: 
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 (19) 

Все блочные элементы матрицы jA  (18), 
кроме диагональных, равны нулю. Матрица jα  
в (17) является блочным вектором и имеет раз-
мер 3 1n× : 

 [ ] [ ] [ ]{ }1 2 .j nα = α α α…  (20) 

Необходимым условием для построения ма-
тематической модели конечного элемента явля-
ется формулировка зависимостей его деформа-
ций от перемещений ( )f uε =  и напряжений от 
деформаций ( )fσ = ε . Для пространственной 
задачи теории упругости деформации и напря-
жения в трехмерном элементе описываются 
соответствующими векторами с шестью ком-
понентами: 
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Далее каждый полином (12) необходимо 
продифференцировать согласно (22): 
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Результат дифференцирования запишем в 
вектор jE  размером 6 1× : 

 { }.j xx yy zz xy yz zxE = ε ε ε γ γ γ  (25) 

Таким образом, деформации конечного эле-
мента зависят от ранее принятого интерполя-
ционного полинома, что дает возможность 
строить различные математические модели ко-
нечных элементов, в зависимости от типа ре-
шаемой задачи. 

В матричной форме соотношения (22) для 
-ãîj  конечного элемента имеют вид: 

 1 .j j j jE A u−ε =  (26) 

Вектор обобщенных напряжений (21) опре-
деляется зависимостью 

 (0)
j j j jCσ = ε + σ� , (27) 

где jC�  – обобщенная матрица упругости; 
(0)
jσ  – вектор начальных напряжений. 
Окончательно выражение для локальной 

матрицы жесткости конечного элемента примет 
вид 

 T .j j j jV
C E C E dV= ∫  (28) 

Глобальная матрица жесткости системы 
формируется прямым суммированием локаль-
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ных матриц жесткости всех конечных элемен-
тов (метод прямых жесткостей [7]). 

В заключение необходимо отметить, что 
применение интерполяционных функций для 
аппроксимации перемещений конечного эле-
мента иногда приводит к несоблюдению усло-
вий геометрической инвариантности. Это ста-
новится очевидным, когда для описания пере-
мещений по разным направлениям применяют-
ся полиномы с различными компонентами при 
обобщенных координатах [7]. В случае измене-
ния ориентации элемента эти компоненты мо-
гут быть неточными и приводить к ошибкам в 
решении. Чтобы избежать этого, рекомендуется 
использовать выражения для перемещений, не 
зависящие от ориентации элемента. Однако 
более эффективным решением, в данном слу-
чае, следует считать применение изопарамет-
рических конечных элементов, математические 
модели которых основаны на функциях формы. 
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