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УДК 539.3 

В. А. БАЖЕНОВ, І. І. СОЛОДЕЙ, М. О. ВАБІЩЕВИЧ (КНУБА, Київ) 

ВИЗНАЧЕННЯ ПАРАМЕТРІВ МЕХАНІКИ РУЙНУВАННЯ ДЛЯ ТІЛ 
ОБЕРТАННЯ В НЕСТАЦІОНАРНИХ ЗАДАЧАХ ДИНАМІКИ 

На основі напіваналітичного методу скінчених елементів проведено дослідження вірогідності та ефекти-
вності визначення параметрів механіки руйнування для тіл обертання в нестаціонарних задачах динаміки. 
Представлено нові методики обчислення J-інтеграла та апроксимації тріщини при дії динамічних наванта-
жень. 

Ключові слова: скінчений елемент, вірогідність, скінчено-елементна модель, динамічні навантаження 

В рамках полуаналитического метода конечных элементов проведены исследования достоверности и 
эффективности определения параметров механики разрушения для тел вращения в нестационарных задачах 
динамики. Представлены новые методики вычисления J-интеграла и аппроксимации трещины при действии 
динамических нагрузок. 

Ключевые слова: конечний элемент, вероятность, конечно-элементная модель, динамические нагрузки 

On the basis of semi-analytical final elements method data validity research and research of effective determina-
tion of fracture mechanics parameters for bodies of revolution in non-stationary dynamics problems were conducted. 
New method of J-integral calculation and crack approximation under dynamic impact are presented. 

Keywords: finite element, probability, finite-element model, dynamic loadings 

Вступ 

Багато вузлів та деталей, що нині викорис-
товуються в машинобудуванні, енергетиці та 
інших галузях техніки представляють собою 
просторові тіла обертання складної форми та 
структури поперечного перерізу. До них відно-
сяться елементи трубопроводів, посудини тис-
ку, зразки для визначення динамічних парамет-
рів механіки руйнування і ін. Нерідко вони пе-
ребувають під дією довільно розподілених у 
просторі і часі нестаціонарних динамічних на-
вантажень різної тривалості. Прагнення до збі-
льшення терміну їх експлуатації призводить до 
використання таких елементів і деталей при 
наявності в них тріщин. Найбільш поширений і 
універсальний чисельний метод для досліджен-
ня означеного класу об’єктів є напіваналітич-
ний метод скінчених елементів (НМСЕ). 

При визначенні тріщиностійкості об’єктів, 
як правило, використовують два параметри –  
J-інтеграл Черепанова-Райса та коефіцієнт ін-
тенсивності напружень (КІН). Питанням обчи-
слення параметрів руйнування в просторових 
задачах статики присвячена значна кількість 
робіт. В той же час, основними об’єктами ме-
ханіки руйнування при динамічному наванта-
женні залишаються двовимірні тіла. Питання 
механіки руйнування при динамічному наван-
таженні на основі напіваналітичного методу 
скінчених елементів взагалі не піднімались. 

Метою роботи є дослідження вірогідності та 
ефективності визначення параметрів механіки 

руйнування для тіл обертання в нестаціонарних 
задачах динаміки на основі напіваналітичного 
методу скінчених елементів. 

НМСЕ в задачах динаміки просторових  
тіл обертання 

Для дискретизації тіл обертання при дина-
мічному навантаженні застосовується кільце-
вий скінчений елемент (СЕ) [7] (рис. 1). 

 
Рис. 1. Кільцевий замкнений скінчений елемент 
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де ρ  – щільність матеріалу, ijkld  – компоненти 
тензора пружних постійних, g  – визначник 
метричного тензора. 

Зовнішнє навантаження і напруження дові-
льно змінюються вздовж осі 3x  і обчислюють-
ся в необхідній кількості точок інтегрування. 
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За невідомі при розв’язанні задачі прийма-
ються компоненти переміщень, швидкостей та 
прискорень вузлів СЕ ( ): : ku u u ′ в базисній сис-

темі координат 'iz , де k ′  – напрямок в базисній 
системі координат.  

Розподіл невідомих в напрямку 3x  опису-
ється 2π  – періодичними функціями на основі 
тригонометричних рядів Фур’є. При умові на-
явності хоча б однієї площини симетрії: 

 ( ) ( )
1 2 1 2
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l l
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Для замкненого тіла обертання в циліндричній 
системі координат: 

 3
1 2 cosl l lx′ ′ψ = ψ = , 3

3 sinl lx′ψ = , 0 0l = ,  
 30 2x≤ ≤ π  (3) 

В площині перетину елемента прийнято бі-
лінійний розподіл переміщень, швидкостей і 
прискорень: 
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Для подання деформацій використовується 
моменту схема скінченого елемента (МССЕ) 
[5], застосування якої дозволяє істотно підви-
щити ефективність чисельного дослідження 
просторових конструкцій на основі методу скі-
нчених елементів [3, 6]. 

Слід зазначити, що компоненти тензорів на-
пружень і деформацій приймають вигляд по-
вних рядів Фур’є: 
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ij ij l ij l

l l
l l

′ ′
=
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Динамічні процеси в неоднорідному ізотро-
пному тілі, об’ємом V, обмеженого поверхнею 
S описуються рівнянням: 

 0W T Aδ + δ − δ =  (6) 

де: ij
ij

V

W dVδ = σ δε∫ ; i
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V

T u u dV′
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Підставляючи апроксимації (2) до (7), можна 
представити варіації потенційної, кінетичної 
енергій та роботи зовнішніх як суму їх амплі-
тудних складових: 
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Для однорідних вздовж направляючої прос-
торових тіл система рівнянь (6) розпадається на 
ряд незалежних амплітудних підсистем для ко-
жної з гармонік [3]:  

 0l l lW T Aδ + δ − δ =  (9) 

Дискретна форма рівняння (9) має вигляд 
[4]: 

 [ ] { } [ ] { } { }, ,m m
llm lmM U K U Q

τ τ τ+ =  (10) 

Спеціальні скінчені елементи з тріщиною 
для задачі динаміки 

Складнощі апроксимації тріщини, що вини-
кають при розв’язанні нестаціонарних задач 
механіки руйнування для об’єктів із складною 
формою та конфігурацією поперечного перері-
зу, можуть бути подолані на основі викорис-
тання спеціальних скінчених елементів, матері-
ал яких не сприймає дію нормальних та дотич-
них до траєкторії тріщини напружень. 

Розглянемо кільцевий замкнений скінчений 
елемент з поперечним перерізом у вигляді чо-
тирикутника довільного обрису, що перетина-
ється тріщиною (рис. 2). 
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Рис. 2. Спеціальний кільцевий замкнений  

скінчений елемент з тріщиною 

Для спеціальних скінчених елементів з трі-
щиною (ССЕТ) введемо ортогональну систему 
координат ''iy  (див. рис. 2) таким чином, щоб 

2''y  проходила по дотичній до траєкторії трі-
щини, а 1''y  – по нормалі і утворювала з додат-
нім напрямком осі 1'z  кут ϕ . Вважається, що на 
берегах тріщини нормальні та дотичні напру-
ження повинні дорівнювати нулю: 

 1 1 0′′ ′′σ = , 1 2 0′′ ′′σ = , 1 3 0′′ ′′σ =  (11) 
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Необхідність виконання умов рівності нулю 
напружень на поверхні тріщини призводить до 
корекції тензора пружних констант: 

 * - - -mnst mnst mnst mnst mnst
p c qd d d d d=  (12) 

Складники корегуючих членів тензора пру-
жних констант обчислюються через коефіцієн-
ти Ляме та тензори перетворень, які визнача-
ють зв'язок між базисною системою координат 
та системою координат тріщини:  

 2

1
2

mnst mn st
pd S Sµ

=
λ

+
µ

 (13) 

де 1" 1"2
mn mn m nS g c cλ

= +
µ

 

1" 2" 1" 2" 1" 2" 1" 2"( )mnst ns mt ms nt nt ms mt ns
cd r r r r r r r r= µ + + +  (14) 

1" 3" 1" 3" 1" 3" 1" 3"( )mnst ns mt ms nt nt ms mt ns
qd r r r r r r r r= µ + + +  (15) 

'
" ' ''
m m k
i k ic c c= , " ( ") ( ")

ms m s
i i ir c c=   (16) 

m m k
kc x Z ′
′ = ∂ ∂   (17) 
'

" cosk
ic = β , ' "( ^ )k iZ yβ ≡  (18) 

Важливою перевагою запропонованого під-
ходу, заснованого на зміні відповідним спосо-
бом механічних характеристик матеріалу, є те, 
що деформоване тіло з тріщиною апроксиму-
ється за допомогою повністю сумісних типів 
скінчених елементів. При цьому, обчислення 
коефіцієнтів ефективної матриці жорсткості 
спеціального скінченого елемента виконується 
по тим самим формулам, що і для звичайних 
СЕ, обмежуючись корекцією елементів мат-
риць пружних сталих. 

Алгоритми визначення параметрів механіки 
руйнування в задачах динаміки  

Визнаними основними параметрами механі-
ки руйнування є коефіцієнт інтенсивності на-
пружень та J-інтеграл Черепанова-Райса, які 
обчислюються на основі, так званих, прямих та 
енергетичних методів і мають однозначний 
зв’язок в межах лінійної механіки руйнування. 

В даній роботі пропонується комбінація 
ССЕТ, як моделі із прямою корекцією тензора 
напружень звичайного СЕ, та алгоритму усере-
днення отриманих розв’язків по ефективній 
привершинній підобласті [1, 8, 9], що дозволяє 
зберегти регулярну структуру дискретної моде-
лі і значно зменшити чисельні витрати:  

 ( ) ( ) ( )1
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u
l l lК t K t K t
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ζ ζ ζ
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (19) 
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′ ′
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u
i
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де ( ),i jH r
σ

′′ ′′
ζ θ , ( ),

u
iH r′′
ζ θ  – відомі функції асимп-

тотичних формул компонент тензора напру-
жень і переміщень в області вершини тріщини. 

Координатні величини динамічних КІН ви-
значаються за формулою: 

 ( ) ( )
0

L
l

l l
К t К tζ ζ

=

=∑ , , ,I II IIIζ =  (21) 

та використанням усереднення значень як за 
напруженнями, так і за переміщеннями по при-
вершинній області 6×6 елементів. 

Визначенню величини J-інтеграла на основі 
методу скінчених елементів присвячена чис-
ленна кількість робіт. Ефективність запропоно-
ваних методик великою мірою залежить від 
мірності задачі, певних обмежень на форму і 
розміри області інтегрування. При цьому по-
стають питання задоволення фундаментальним 
властивостям J-інтеграла: його інваріантності 
відносно області інтегрування та рівності нулю 
при інтегруванні по замкнутому контуру. Кла-
сична формула J-інтеграла має вигляд: 

 1 ( ) ij i
k k jk

F

uJ W T n n dF
x
∂⎡ ⎤= + −σ⎢ ⎥∆ ∂⎣ ⎦∫  (22) 

^

I IK J E= ,
^

II IIK J E= , 2III IIIK J= µ  (23) 

В роботах [1, 2] показано високу ефектив-
ність застосування нової методики (метод реа-
кцій) обчислення J-інтеграла в задачах статики 
на основі величин, що безпосередньо входять 
до рівнянь методу скінчених елементів – вузло-
вих реакцій та переміщень скінчено елементної 
моделі. Крім того, запропонований підхід задо-
вольняє фундаментальним властивостям  
J-інтеграла. Для лінійних задач динаміки [9]: 
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N
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∆
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N
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∆
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0

L
t t l t t
k k

l l
J J+∆ +∆

=

=∑  (25) 

Вузлові реакції в задачах динаміки із стаціо-
нарною тріщиною при використанні прямого 
метода інтегрування рівнянь руху будуть обчи-
слюватись на основі виразу: 

 { } { } { } { }t t t t t
l ll lR R R R+∆τ +∆

ρ ρσ= + −  (26) 

де 

{ } { } { }
2 2

1 1

1
12

T T
l l l llR B B gτ τ τ

σ β β β α β α
β= α=

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤= σ + σ⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∑

{ } [ ] { } ,
0

m t tt t
l lmR a M U +∆+∆

ρ =  

 { } [ ] { } { } { }{ }, , ,
0 2 3

m tt m t m t
l lmR M a U a U a Uρ = + +   

У випадку, коли динамічний розв’язок зада-
чі базується на розкладі розшукуваного рішен-
ня по формам власних коливань конструкції: 

 { } { } { }
**

l llR R Rτ τ τ
σ ρ= +  (27) 

де { } [ ] { }
*

l mlmR K U ττ
σ = ; { } [ ][ ] { }

*

l mlmR M Uτ τ
ρ = − Λ  

Вірогідність та ефективність  
запропонованих алгоритмів в з 

задачах динаміки 

Вірогідність обчислення параметрів механі-
ки руйнування при апроксимації тріщини спе-
ціальними СЕ для різних швидкостей наванта-
ження об’єкту продемонстровано на прикладі 
пластини з центральною тріщиною, що знахо-
диться під дією змінного у часі рівнорозподіле-
ного розтягуючого імпульсу тиску [10].  

Розглянуто два випадки імпульсного наван-
таження: миттєво прикладений імпульс тиску, 
який зберігається на всьому часовому інтервалі 
дослідження (рис. 4), та у вигляді функції, що 
має профіль трикутника (рис. 5). 

 
Рис. 4. Миттєво прикладений імпульс тиску 

 
Рис. 5. Навантаження у вигляді функції, що має 

профіль трикутника 

Графіки отримані в [10] показано кружками, 
за допомогою представленої методики –
суцільною лінією, прямим методом – штрих 
пунктирною.Відмінність результатів, отрима-
них при використанні енергетичного методу (J-
інтеграла) не перевищує 1,5…2 % у порівнянні 
з [10], а величини ДКІН, визначені прямим ме-
тодом, не перевищують 1 % в області максима-
льних значень та 3 % в областях розвантажен-
ня. 

Аналіз впливу апроксимації тріщини спеціа-
льними скінченими елементами на точність об-
числення параметрів механіки руйнування про-
ведено на прикладі розтягу квадратної пласти-
ни з центральною тріщиною [8]. 

Виконані дослідження точності обчислення 
параметрів руйнування із застосуванням як 
ССЕТ, так і СЕ, жорсткість яких дорівнює ну-
лю. Отримані результати (рис. 6) вказують на 
перевагу використання ССЕТ (точність обчис-
лень приблизно в два с половиною рази вища) 
на всьому діапазоні зміни розмірів сіткової об-
ласті. 

Для обґрунтування достовірності результа-
тів, отриманих при розрахунку тіл обертання з 
кільцевими тріщинами, що перебувають під 
дією динамічного несиметричного навантажен-
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ня, вирішена задача про динамічний згин тон-
костінного циліндра з кільцевою тріщиною. 

 
Рис. 6. Дослідження збіжності ДКІН   

за розмірами СЕ 

На першому етапі запропоновано результа-
ти статичного розрахунку моделі, що характе-
ризують залежність максимальних по окружній 
координаті КІН від відносної довжини тріщини 

( )2 crL D dδ = −  (рис. 7). 

 
Рис. 7. Графік зміни максимальних значень КІН 

Спостерігається добра узгодженість значень 
КІН з отриманими в роботі [3].  

На другому етапі досліджень розглядалась 
задача динаміки з навантаженням у вигляді 
миттєво прикладеного імпульсу тиску. 

Як видно з графіків зміни КІН у часі (рис. 8) 
спостерігається гарна узгодженість результатів, 
які отримані на основі прямого та енергетично-
го методів. 

На рис. 9 відображається розподілення ди-
намічного КІН вздовж твірної циліндра для різ-
них відносних довжин тріщини. 

Висновки 

Таким чином, на основі напіваналітичного 
методу скінчених елементів розроблена ефек-
тивна методика дослідження перехідних проце-
сів динамічного деформування просторових тіл 

обертання з тріщинами. В процесі досліджень 
застосовувалися нові типи спеціальних скінче-
них елементів, що апроксимують тріщину, та 
нова методика (метод реакцій) визначення  
J-інтеграла з урахуванням інерційних сил. Ві-
рогідність отриманих результатів і ефектив-
ність підходу підтверджені розв’язанням конт-
рольних прикладів. 

 
Рис. 8. Еволюція ДКІН у часі 

 
Рис. 9. Розподілення ДКІН по твірній 
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