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Математичне моделювання процесу нейтралізації агресивної домішки 

у підземних водах: експрес модель 

Мета. Одним з сучасних засобів захисту підземних вод при наявності агресивної домішки є використан-

ня проникних бар’єрів (reactive barrier). При проведенні проєктних робіт важливо заздалегідь визначати 

ефективність проникних бар’єрів. Для рішення такої складної задачі потрібно мати спеціалізовані математи-

чні моделі. В роботі розглядається розробка чисельних моделей для розрахунку процесу нейтралізації агре-

сивної домішки в потоці підземних вод за допомогою проникного бар’єру з урахуванням гідродинаміки те-

чії. Методика. Гідродинаміка підземних вод описується двовимірним рівнянням (планова модель) фільтра-

ції безнапірного потоку ґрунтових вод. Для моделювання процесу руху агресивної домішки в потоці ґрунто-

вих вод використовується двовимірне рівняння конвективно-дисперсійного поширення забруднювача 

в безнапірному потоці підземних вод. Для чисельного інтегрування рівняння фільтрації ґрунтових вод вико-

ристовуються дві кінцево-різницеві схеми розщеплення. Для чисельного інтегрування рівняння масоперносу 

агресивної домішки використовується схема розщеплення по фізичним процесам. Результати. Здійснено 

програмну реалізацію розроблених чисельних моделей динаміки ґрунтових вод та масопереносу агресивної 

домішки. Розроблені комп’ютерні коди є інструментом для оперативного аналізу ефективності використання 

проникного бар’єру. Наукова новизна. Розглянуто рішення комплексної задачі геоміграції – рух агресивної 

домішки та її нейтралізація у проникному бар’єрі (reactive barrier). Для аналізу ефективності роботи проник-

ного бар’єру розроблено чисельну модель динаміки підземних вод та масопереносу агресивної домішки 

в ґрунтових водах. На базі розроблених чисельних моделей розроблено комп’ютерні коди для проведення 

обчислювальних експериментів. Розроблені чисельні моделі дають можливість протягом одного робочого 

дня здійснити серію розрахунків для наукового обґрунтування параметрів проникного бар’єру. 

Практична значимість. Побудовані чисельні моделі дають можливість оперативно вирішувати складні 

задачі в галузі охорони водних ресурсів від забруднення. 

Ключові слова: фільтрація; геоміграція забруднення ґрунтових вод; масоперенос; математичне моделю-

вання; проникний бар’єр 

27

http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://doi.org/10.15802/stp2023/292720
https://doi.org/10.15802/stp2023/292720
mailto:biliaiev.m@gmail.com
mailto:tsurkanvaleri1997@gmail.com
mailto:water.supply.treatment@gmail.com
mailto:gitann-vm@obz.diit.edu.ua
mailto:zvonareva.olyga@gmail.com


ISSN 2307–3489 (Print), ІSSN 2307–6666 (Online) 

Наука та прогрес транспорту, 2025, № 4 (112) 

 

ЕКОЛОГІЯ ТА ПРОМИСЛОВА БЕЗПЕКА  

Creative Commons Attribution 4.0 International © М. М. Біляєв, В. В. Козачина, О. Ю. Гунько, 

doi: https://doi.org/10.15802/stp2025/346941 В. М. Кузнецов, О. В. Звонарьова, 2025 

Вступ 

Стічні води, що потрапляють у підземний 

потік зі сховищ (ставки-відстійники), можуть 

бути агресивними та з часом впливати на стій-

кість фундаменту споруд, підземні комунікації 

тощо. Таким чином, ймовірними є такі дві си-

туації: перша – підтоплення території; друга – 

міграція агресивних речовин в підземному по-

тоці. Хімічно забруднені ґрунтові води взаємо-

діють з фундаментами будівель. Інтенсивне 

забруднення ґрунтових вод також має місце 

при інфільтрації різного роду домішок в ґрун-

тові води від промислових майданчиків або при 

аварійних витоках на транспорті, підприємст-

вах.  

Тому, паралельно з задачею зниження рівня 

ґрунтових вод, виникає задача по захисту ґрун-

тових вод від хімічного забруднення. Для рі-

шення даної задачі можуть використовуватись 

різні підходи. З точки зору геоміграції, дана 

задача відноситься до проблеми масопереносу. 

Рішення задач масопереносу здійснюється за 

допомогою чисельних та аналітичних моделей 

[1–6, 8–13]. 

Важливим питанням є розробка спеціалізо-

ваних моделей для комплексного рішення задач 

фільтрації та геоміграції. 

Мета 

Створення математичної моделі для розра-

хунку процесу нейтралізації агресивної доміш-

ки в потоці підземних вод за допомогою про-

никного бар’єру. 

Методика 

Розглядається планова задача фільтрації  

з урахуванням того, що в підземному водонос-

ному шарі розташований проникний бар’єр. 

Рух ґрунтових вод описується рівнянням: 

 
2 2

2 2m

h h h
kh

t x y

   
   
   

; (1) 

де h – глибина ґрунтових; k – коефіцієнт фільт-

рації; µ – нестача насищення; hm – середня гли-

бина підземного потоку. 

Компоненти вектору швидкості підземного 

потоку визначаються на базі закону Дарсі: 

 , .
h h

u k v k
x y

 
   

 
 (2) 

Постановка крайових умов для рівняння (1) 

розглянута в [7]. 

Для експрес розрахунку використовується 

наступне рівняння фільтрації: 
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. (3) 

Граничні умови для рівняння (3) розглянути 

в [10]. 

Чисельна модель. Рішення рівняння (1) ба-

зується на методі розщеплення та використанні 

методу сумарної апроксимації. Різницеві рів-

няння мають вигляд: 

–  крок № 1: 
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–  крок № 2: 
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 (5) 

де mkh
a 


. 

Для практичної реалізації даної чисельної 

моделі розроблено комп’ютерний код, мова 

програмування FORTRAN.  

Чисельне рішення рівняння (3) базується на 

використанні локально-одновимірної різнице-

вої схеми. Для цього використовується не саме 

рівняння (3) , а його «еволюційний» вигляд. 

Для чисельного інтегрування рівняння філь-

трації (3) здійснюється попередній запис його  

у вигляді нестаціонарного рівняння: 
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  (6) 

Далі здійснюється розщеплення цього рів-

няння. Схема розщеплення має вигляд: 
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У різніцевому вигляді схема записується 

так: 

– крок № 1: 
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–  крок № 2: 
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Умовою закінчення розрахунку є наступна: 

 1
, , ,n n

i j i jh h     

де ε = 0,01. 

Розрахунок за даною чисельною моделлю 

здійснюється на базі розробленої комп’ютерної 

програми, мова програмування FORTRAN. 

Модель руху агресивної домішки. Для визна-

чення концентрації агресивної домішки в пото-

ці ґрунтових вод використовується рівняння: 

C uC vC
n

t x y

  
  
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,x y

C C

x x y y
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      

 (9) 

де u, v – компоненти вектора  швидкості; C – 

концентрація агресивної речовини; µx, µy – ві-

домі коефіцієнти дисперсії; n – порозність; t – 

час. 

Для моделювання процесу локальної нейт-

ралізації підземних вод пропонується викорис-

тання спеціальних проникних бар’єрів, в яких 

міститься крейда. Якщо агресивною домішкою 

в ґрунтових водах є азотна кислота, то рівняння 

реакції має вигляд: 

  3 3 3 2 22
2CaCO HNO Ca NO H O CO    . 

Для побудови чисельної моделі руху агре-

сивної домішки використовується метод роз-

щеплення. Розщеплення здійснюється за фізич-

ними процесами: процес конвективного руху та 

процес дисперсії: 
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Перше рівняння цієї системи розв’язується 

за допомогою схеми сумарної апроксимації: 

–  крок № 1: 
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Друге рівняння цієї системи – рівняння кон-

вективного переносу, що розв’язується за до-

помогою змінно-трикутної схеми розщеплення. 

Розроблена комп’ютерна програма, що реа-

лізує розрахунок руху агресивної домішки  

в потоці ґрунтових вод. 

Результати 

Далі наведено результати обчислювального 

експерименту по визначенню ефективності ви-

користання проникного бар’єру на базі моделі 

планової фільтрації. Математичне моделюван-

ня виконано для таких параметрів: розміри роз-

рахункової області 500×420 м; порозність 0,3; 
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коефіцієнт фільтрації 20 м/добу; глибина ґрун-

тових вод на початку розрахункової області 

25 м, глибина ґрунтових вод наприкінці розра-

хункової області 20 м; нестача насичення 1. Ро-

зглядається ситуація, коли в підземному потоці 

є хмара агресивної домішки (кислота HCl), 

концентрація домішки в хмарі 140 г/л. Почат-

кова хмара забруднювача має складну геомет-

ричну форму. Хмара рухається в область, де 

планується розташування дренажної свердло-

вини. 

Математичне моделювання на базі розроб-

лених чисельних моделей виконано для таких 

сценаріїв: 

1. Рух хмари агресивної домішки в потоці 

ґрунтових вод при відсутності дренажної свер-

дловини (сценарій № 1). 

2. Рух хмари домішки в потоці ґрунтових 

вод при наявності працюючої дренажної сверд-

ловини та проникного бар’єру (сценарій № 2). 

 

Рис. 1. Ізолінії концентрації домішки в потоці 

ґрунтових вод, t = 54 доби (сценарій № 1): 
1 – С = 12,0 г/м3; 2 – С = 27,9 г/м3; 3 – С = 43,8 г/м3 

Fig. 1. Contour lines of contaminant concentration in 

the groundwater flow, t = 54 days (scenario No. 1): 
1 – C = 12.0 g/m3; 2 – C = 27.9 g/m3; 3 – C = 43.8 g/m3 

Як можна бачити з наведеного рисунка при 

відсутності захисного бар’єру, початкова форма 

області забруднення повільно змінюється: 

«хмара» витягується в напрямку руху підзем-

ного потоку, розміри плями збільшується вна-

слідок процесу дисперсії. 

Для сценарію № 2 приймалося, що рівень 

води в свердловині h =15 м, водотрив – горизо-

нтальний. Відзначимо, що в якості внутрішньої 

граничної умови, для різницевої комірки, де 

розташована дренажної свердловини, ставиться 

умова для концентрації С = 0. Фізично це озна-

чає, що домішка «не затримується» всередині 

комірки, а відкачується зі свердловини. 

Результати обчислювального експерименту 

для сценарію № 2 показано нижче на рис. 2. 

 

Рис. 2. Ізолінії концентрації домішки в потоці 

ґрунтових вод, t=36 діб (сценарій № 2): 
1 – С = 12,0 г/м3; 2 – С = 27,9 г/м3; 3 – С = 43,8 г/м3 

Fig. 2. Contour lines of contaminant concentration in 

the groundwater flow, t = 36 days (scenario No. 2): 
1 – C = 12.0 g/m3; 2 – C = 27.9 g/m3; 3 – C = 43.8 g/m3 

Як можна бачити з рис. 2, використання 

проникного бар’єру дає можливість захистити 

дренажну свердловину від потрапляння агреси-

вної домішки. 

Слід відзначити, що час розрахунку кожно-

го сценарію на базі розробленої моделі дорів-

нює 2 с. 

Наукова та практична  

значимість 

Розглянуте рішення комплексної задачі 

геоміграції – рух агресивної домішки та її ней-

тралізація у проникному бар’єрі (reactive 

barrier). Для аналізу ефективності роботи про-

никного бар’єру розроблено чисельну модель 

динаміки підземних вод та масопереносу агре-

сивної домішки в ґрунтових водах. 

На базі побудованих чисельних моделей ро-

зроблено комп’ютерні коди для проведення 

обчислювальних експериментів. 

Розроблені чисельні моделі дають можли-

вість протягом одного робочого дня здійснити 

серію розрахунків для наукового обґрунтуван-

ня параметрів проникних бар’єрів. 
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Висновки 

1. Запропоновано чисельну модель динаміки 

ґрунтових вод, для реалізації якої потрібні зви-

чайні гідрологічні параметри. 

2. Розроблено чисельну модель геоміграції, 

що дає можливість аналізувати ефективність 

використання проникного бар’єру в ґрунтових 

водах для зменшення забруднення водоносного 

шару. 

3. Розроблено комп’ютерні програми для 

проведення обчислювального експерименту на 

базі розроблених чисельних моделей. 

4. Результати комп’ютерного моделювання 

підтверджують працездатність розроблених 

чисельних моделей для рішення складних задач 

геоміграції. 
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Mathematical Modeling of the Neutralization Process of An Aggressive Impu-

rity in Groundwater: An Express Model 

Purpose. One of the modern means of protecting groundwater in the presence of aggressive impurities is the use 

of permeable barriers (reactive barrier). When conducting design work, it is important to determine the effectiveness 

of permeable barriers in advance. To solve such a complex problem, it is necessary to have specialized mathematical 

models. This paper considers the development of numerical models for calculating the process of neutralizing an 

aggressive impurity in the groundwater flow using a permeable barrier with regard to the flow hydrodynamics. 

Methodology. The hydrodynamics of groundwater is described by a two-dimensional equation (planar model) of 

filtration of a non-pressure groundwater flow. To model the process of aggressive impurity movement in the 

groundwater flow, a two-dimensional equation of convective-dispersive spreading of the pollutant in a non-pressure 

groundwater flow is used. Two finite-difference splitting schemes are used to numerically integrate the groundwater 

filtration equation. For the numerical integration of the equation of mass transfer of an aggressive impurity, a split-

ting scheme for physical processes is used. Finding. The software implementation of the developed numerical mod-

els of groundwater dynamics and mass transfer of aggressive impurities was carried out. The developed computer 

codes are a tool for operational analysis of the permeable barrier efficiency. Originality. The solution to the com-

plex problem of geomigration - the movement of an aggressive impurity and its neutralization in a permeable barrier 

- is considered. To analyze the efficiency of the permeable barrier, a numerical model of groundwater dynamics and 

mass transfer of an aggressive impurity in groundwater was developed. On the basis of the developed numerical 

models, computer codes for computational experiments were developed. The developed numerical models make it 

possible to carry out a series of calculations within one working day to scientifically substantiate the parameters of 

the permeable barrier. Practical value. The developed numerical models make it possible to quickly solve complex 

problems in the field of water resources protection from pollution. 
Keywords: filtration; geomigration of groundwater pollution; mass transfer; mathematical modeling; permeable 

barrier 
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