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Математичне моделювання процесу нестаціонарної теплопровідності 

крізь стінку 

Мета. Екстремальні ситуації на промислових об’єктах часто призводять до виникнення пожежі, зокрема, 

пожежі виникають в разі атаки дронів на нафтосховища. У такому випадку в повітря потрапляє значна кіль-

кість хімічно небезпечних речовин (продукти згорання палива) та з’являється ризик термічного ураження 

працівників. Для зменшення ризику термічного ураження використовують різні засоби та конструкції. Під 

час проєктування захисних конструкцій потрібно заздалегідь визначати їх ефективність та час можливого 

руйнування. Це потребує розробки та використання спеціалізованих математичних моделей. Ця робота прис-

вячена розробці чисельних моделей, що дозволяють прогнозувати теплові поля на промисловому майданчику 

в разі пожежі та оцінювати ризик руйнування захисної стінки (бар’єру). Методика. Для чисельного 

розв’язання задач аеродинаміки (визначення поля швидкості вітру), розрахунку зон теплового забруднення 

повітря на промисловому майданчику та визначення динаміки зміни температури в середині захисного 

бар’єра (стінки) використовуємо фундаментальні моделі механіки суцільного середовища. Для чисельного 

розв’язання моделювальних рівнянь використовуємо кінценнорізницеві схеми. Результати. Розроблено 

комп’ютерну програму, що дає можливість розв’язувати «зв’язану» задачу з визначення зони теплового за-

бруднення повітря на промисловому майданчику та динаміку нагрівання захисного бар’єра (стінки). За допо-

могою запропонованої чисельної моделі та комп’ютерної програми можна в режимі реального часу розв’язу-

вати задачу теплопровідності та теплопереносу. Наукова новизна. Наведено швидкорозрахункову чисельну 

модель для оцінювання часу руйнування захисного бар’єра на промисловому майданчику, де має місце по-

жежа. Аналіз теплових полів на промисловому майданчику та в середині захисного бар’єра здійснено шляхом 

чисельного інтегрування багатофакторного рівняння теплопереносу та теплопровідності. Задачу аеродина-

міки розв’язано на базі моделі потенціального руху. Ці чисельні моделі потребують незначного комп’ютер-

ного часу за практичної реалізації. Практична значимість. Запропоновані чисельні моделі можуть бути ви-

користані для первинної оцінки температурного поля в середині захисного бар’єра з метою визначення її 
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ефективності з точки зору захисту зон від теплового забруднення на промисловому майданчику. Ця 

інформація може бути корисною на форескіз-етапі розробки захисних споруд. 

Ключові слова: захисний бар’єр; температурне поле; пожежа; теплоперенос; математичне моделювання; 

промисловий майданчик; охорона праці

Вступ 

Екстремальні ситуації на промислових 

об’єктах часто призводять до виникнення пожежі 

(рис. 1, 2) [1–4, 6, 7, 13–15]. Слід підкреслити, що 

пожежі – це типове явище під час атаки дронів на 

нафтосховища. За такого явища в повітря потра-

пляє значна кількість хімічно небезпечних речо-

вин (продукти згорання палива) та з’являється 

ризик термічного ураження працівників. 

 

Рис. 1. Пожежа на промисловому майданчику  

з формуванням зони теплового забруднення 

[https://www.volynpost.com/news/51948-masshtabna-

pozhezha-na-naftobazi-pid-vasylkovym-foto] 

Fig. 1. Fire at an industrial site – formation of a thermal 

pollution area [https://www.volynpost.com/news/51948-

masshtabna-pozhezha-na-naftobazi-pid-vasylkovym-

foto] 

 

Рис. 2. Пожежа на промисловому майданчику  

з викидом токсичних речовин 

[https://www.volynpost.com/news/51948-masshtabna-

pozhezha-na-naftobazi-pid-vasylkovym-foto] 

Fig. 2. Fire at an industrial site release of toxic 

substances 

[https://www.volynpost.com/news/51948-masshtabna-

pozhezha-na-naftobazi-pid-vasylkovym-foto] 

Для аналізу ризику токсичного ураження пе-

рсоналу в разі викиду в повітря хімічно небезпе-

чних речовин широко використовують модель 

Гауса [11] та чисельні моделі [5–8, 10], а для ана-

лізу ризику термічного ураження – аналітичні та 

чисельні моделі [1–6]. Кожен клас моделей має 

свої переваги й недоліки. 

Через значну температуру повітря під час по-

жежі виникає ризик займання інших сховищ. 

Тому важливим напрямом наукових досліджень 

є розробка засобів для зменшення ризику терміч-

ного ураження працівників та об’єктів на проми-

словому майданчику [5, 7]. Постає необхідність в 

ефективних математичних моделях, щоб за коро-

ткий час визначити потребу у використанні захи-

сних засобів для конкретних умов експлуатації. 

Мета 

Під час проєктування захисних конструкцій 

потрібно заздалегідь визначати їх ефективність 

та час можливого руйнування. Це вимагає роз-

робки та використання спеціалізованих матема-

тичних моделей. Ця робота присвячена розробці 

чисельних моделей, що дозволяють прогнозу-

вати теплові поля на промисловому майданчику 

в разі пожежі та оцінювати ризик руйнування за-

хисної стінки (бар’єра). 

Методика 

У разі виникнення пожежі на промисловому 

майданчику для захисту об’єктів використову-

ють різного роду конструкції – стінки, габіони 

тощо. Тому виникає важлива задача оцінювання 

часу, коли захисна функція споруди зменшу-

ється та з’являється ризик її руйнування. Для 

розв’язання цієї важливої задачі потрібно мати 

спеціалізовані математичні моделі. Слід вка-

зати, що ця задача потребує розв’язання двох 

пов’язаних підзадач: 

1) прогнозування динаміки формування теп-

лових полів на промисловому майданчику та 

біля захисної стінки; 

2) розрахунок процесу нестаціонарної тепло-

провідності крізь захисну конструкцію (стінку) 

та визначення часу, коли внаслідок нагрівання 

стінки може початися її руйнування. 
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Крім цього, перед розв’язанням цих двох 

підзадач потрібно визначити поле швидкості по-

вітряного потоку на промисловому майданчику 

за наявності на ньому різного роду перешкод. 

Сумісне розв’язання вказаних задач дуже ускла-

днює створювання математичних моделей. 

Для математичного моделювання процесу 

теплового забруднення повітря на промисло-

вому майданчику в разі пожежі застосовують 

таке рівняння: 

T uT vT

t x y

  
  

  
 

0,x у

T T
a a

x x y y

      
     
      

 (1) 

де T  – температура повітря на промисловому 

майданчику; хa , уa  – коефіцієнти температуро-

провідності повітря; ,u v  – компоненти вектора 

швидкості повітряного потоку на промисловому 

майданчику; t  – час. 

Крайові мови: 

1) початкова умова: 0 0t АT T  , де 0АT  – ві-

дома температура повітряного потоку на проми-

словому майданчику до початку пожежі; 

2) на межі входження повітряного потоку до 

розрахункової зони inT T , де entranceT  – відома 

температура повітряного потоку;  

3) на межі виходу повітряного потоку з обті-

чника: 0

CD

T

n







, де n


 – одиничний вектор зо-

внішньої нормалі до межі зони; 

4) на місце пожежі задають «внутрішню» 

граничну умову першого роду: 0T T , де 0T  – 

відома температура. 

Для визначення поля швидкості повітряного 

потоку на промисловому майданчику викорис-

товують модель потенціального руху, моделю-

вальне рівняння має вигляд: 

 
2 2

2 2
0

P P

x y

 
 

 
,  (2) 

де P  – потенціал швидкості повітряного потоку. 

Для розв’язання рівняння (2) задано відпові-

дні граничні та початкові умови: 

1) 

AB

P
U

n







 – умова Неймана на межі, де 

потік входить до розрахункової зони зі швидкі-

стю U ; 

2) на межі виходження повітряного потоку 

до розрахункової зони: 0P P const   – умова 

Діріхле, де 0P  – довільна константа; 

3) на твердих поверхнях, захисному бар’єрі, 

верхньої межі розрахункової зони реалізується 

умова: 0

surface

P

n







, де n


 – одиничний вектор 

до поверхні. 

Після визначення поля потенціалу швидкості 

визначають компоненти вектора швидкості по-

вітряного потоку на основі залежностей: 

 
P

u
x





;
P

v
y





.  (3) 

Для розрахунку ступеня прогрівання захис-

ного бар’єра використовують рівняння теплоп-

ровідності: 

 
2

2
( )x

T T
a

t x

 


 
,  (4) 

де T – температура в середині бар’єра (стінки); 

aх – коефіцієнт температуропровідності матері-

алу стінки; t – час. 

Для рівняння (4) реалізують такі крайові 

умови (рис. 3): 

1. На лівій межі (із зовнішньої сторони сті-

нки) задають температуру повітря на відкритій 

місцевості, що змінюється з часом: 

 ( )AT T t ,  (5) 

де t – час. 

2. На лівій межі цієї стінки задають значення 

температури ( , )АT f t h  – це температура атмо-

сферного повітря за стінкою, що змінюється  

з часом t  та по висоті бар’єра h . На правій межі 

захисної стінки використовують також поточне 

значення температури, яке визначають під час 

розв’язання рівняння (1), тобто ( , )ВT f t h . 
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Рис. 3. Розрахункова схема:  
1 – нафтосховище; 2 – захисний бар’єр 

Fig. 3. Calculation scheme:  
1 – oil storage tank; 2 – protective barrier 

Початкова умова – це значення температури 

в середині стінки АT . 

Таким чином, розв’язання рівняння (4) здійс-

нюють у разі використання граничної умови 

першого роду на обох межах, що змінюються  

з часом. 

У цій роботі слід розв’язати схожу задачу,  

а саме: виконати сумісне розв’язання рівнянь 

(1), (2), (4) за відповідних крайових умов. Алго-

ритм розв’язання такий: 

1. Розв’язуємо «зовнішню» задачу, тобто 

шляхом розв’язання моделювального рівняння 

аеродинаміки визначаємо поле швидкості пові-

тря в зоні дослідження. 

2. Розв’язуємо «зовнішню» задачу, тобто 

шляхом розв’язання моделювального рівняння 

(1) визначаємо поле температури на промисло-

вому майданчику та навколо захисного бар’єра 

для конкретного моменту часу. 

3. Починаємо розрахунок процесу прогрі-

вання стінки з урахуванням вказаних крайових 

умов. 

4. Далі для нового розрахункового кроку за 

часом розраховуємо нове значення температури 

повітря на промисловому майданчику та на-

вколо захисного бар’єра. 

5. Знову здійснюємо розрахунок прогрівання 

стінки для нового поля температури на промис-

ловому майданчику. 

Таким чином визначаємо нестаціонарне зна-

чення температури стінки. Далі здійснюємо по-

рівняння температури в середині стінки з темпе-

ратурою початку руйнування стінки colT . Час 

досягнення цієї температури показує на час по-

чатку руйнування захисної конструкції. 

Чисельні моделі. Для чисельного інтегру-

вання рівняння Лапласа для потенціалу швидко-

сті використовуємо явну схему. Рівняння (2) 

зводимо до «нестаціонарного» вигляду: 

 
2 2

2 2

P P P

t x y

  
 

  
,  (6) 

де t – фіктивний час. 

Далі використовуємо таку апроксимацію: 

1, , ,1
, , 2

2n n n
i j i j i jn n

i j i j

P P P
P P t

x


 

  


 

, j 1 , , 1

2

2
.

n n n
i i j i jP P P

t
y

  



 

Розрахунок за цієї залежністю закінчується, 

коли: 

 1
, ,
n n

i j i jP P    , 

де 
1

,
n

i jP 
 – значення потенціалу швидкості на но-

вій ітерації; ,
n

i jP  – значення потенціалу швидко-

сті на попередній ітерації; ε – мале число. 

Значення компонент швидкості розрахову-

ємо на сторонах комірок так: 

 
, 1,i j i j

ij

P P
u

x





; 

, , 1i j i j

ij

P P
v

y





. 

Для чисельного інтегрування рівняння (1) 

здійснюємо таку апроксимацію похідних: 

 
uT u T u T

x x x

   
 

  
; 

 
vT v T v T

y y y

   
 

  
; 

 
2

u u
u 

 , 
2

u u
u 

 ; 

 
2

v v
v


 , 

2

v v
v


 ; 

 

1 1
1, , , 1, 1

n n
i j i j i j i j n

x

u T u Tu T
L T

x x

   
   


 

 
; 

 

1 1
1, 1, , , 1

n n
i j i j i j i j n

x

u T u Tu T
L T

x x

   
   


 

 
; 
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1 1
, 1 , , , 1 1

n n
i j i j i j i j n

y

T TT
L T

y y

   
   

 
 

 
; 

 

1 1
, 1 , 1 , , 1

n n
i j i j i j i j n

y

T TT
L T

y y

   
   

 
 

 
; 

1 1 1 1
1, , , 1,

2 2

n n n n
i j i j i j i j

x x x

T T T TT
a a a

x x x x

   
    

   
    

 

1 1,n n
xx xxM T M T      

1 1 1 1
, 1 , , , 1

2 2

n n n n
i j i j i j i j

y y y

T T T TT
a a a

y y y y

   
    

   
    

 

1 1.n n
yy yyM T M T      

З урахуванням цих залежностей апрокси-

мація рівняння (1) має вигляд: 

1

1 1 1 1

n n
ij ij n n n n

x x y y

T T
L T L T L T L T

t



       


    


 

1 1 1 1( ).n n n n
xx xx yy yyM T L T L T L T            (7) 

Далі має місце розщеплення (7) на чотири 

кроки: 

– на першому кроці (
1

4
k  ): 

 , , 1

2

n k n
i j i j n k n k

x y

T T
L T L T

t



   


  


 

 
1

;
4

n k n n k n
xx xx yy yyM T M T M T M T          (8) 

– на другому кроці (
1

2
k n  ,

1

4
c n  ): 

 
1

2

k c
ij ij k k

x y

T T
L T L T

t

 


  


 

1
( );

4

k c k c
xx xx yy yyM T M T M T M T        (9) 

– на третьому кроці (
3

4
k n  , 

1

2
c n  ) ви-

користовуємо залежність (9); 

 

 

 

– на четвертому кроці ( 1k n  , 
3

4
c n  ) 

використовуємо залежність (8). 

Для чисельного інтегрування моделюваль-

ного рівняння (4) використовуємо явну різни-

цеву схему: 

 
1 1

1 2

n n
n n i i

i i

T T
T T t a

x

  
   



1
2 2

.
n n

i iT T
t a

x

 
 


 

У разі використання неоднорідного матері-

алу стінки (якщо, наприклад, матеріал має два 

шари різної температуропроводності): коефіціє-

нти температуропровідності визначаємо так:  

 1
1

1

2( )i i

i i

a a
a

a a









; 1

2

1

2( )i i

i i

a a
a

a a









; 

де 1 2,a a  – коефіцієнти температуропровідності 

для різних шарів матеріалу стінки. 

Для проведення обчислювальних експериме-

нтів здійснено програмну реалізацію побудова-

ної чисельної моделі мовою FORTRAN. 

Результати 

Розроблені чисельні моделі було викорис-

тано для розв’язання модельної задачі. Розгля-

даємо пожежу на промисловому майданчику. На 

певній довжині від нафтосховища розташова-

ний захисний бар’єр (рис. 3) (матеріал бар’єра – 

сталь). Ставимо задачу: визначити динаміку фо-

рмування зони теплового забруднення на про-

мисловому майданчику в разі виникнення по-

жежі та розрахувати температуру в середині за-

хисного бар’єра. 

Для проведення обчислювального експери-

менту швидкість вітру взято 7 м/с, температуру 

на місці пожежі 1 300 °С, висоту захисного 

бар’єра 4 м, товщину 2 см, матеріал – сталь. По-

чаткова температура в середині захисного 

бар’єра 20 °С. Температура атмосферного пові-

тря на промисловому майданчику дорівнює 

20 °С. 

Далі на рис. 4–6 показано динаміку форму-

вання температурних полів на промисловому 

майданчику для різних моментів часу після по-

чатку пожежі. 
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Рис. 4. Ізотерми, t = 1,2 с 

Fig. 4. Isotherms, t = 1,2 с 

 

Рис. 5. Ізотерми, t = 1,9 с 

Fig. 5. Isotherms, t = 1,9 с 

 

Рис. 6. Ізотерми, t = 2,6 с 

Fig. 6. Isotherms, t = 2,6 с 

Як можемо бачити з рис. 4–6, на промисло-

вому майданчику дуже швидко формується зна-

чна за розмірами зона інтенсивного теплового 

забруднення, що створює ризик ураження праці-

вників. Наявність захисного бар’єра на промис-

ловому майданчику призводить до суттєвої де-

формації цієї зони. Дані математичного моделю-

вання показують, що для моменту часу t = 2,8 с 

температура повітря на навітряному боці захис-

ного бар’єра змінюється від TА= 962 °С в його 

нижній частині, до TА= 1 027 °С у верхній. З ін-

шого боку бар’єра, підвітряного, температура 

змінюється від TВ = 728 °С в нижній частині до 

TВ = 963 °С у верхній. 

Далі на рис. 7 показано розподіл температури 

в середині захисного бар’єра для двох моментів 

часу: t = 3,02 с; t = 3,78 с. Розглядаємо переріз 

бар’єра на висоті 2 м. Точці 0 відповідає навіт-

ряний бік захисного бар’єра. 

 

Рис. 7. Розподіл температури в середині захисного 

бар’єра:  
1 – t = 3,02 с; 2 – t = 3,78 с 

Fig. 7. Temperature distribution inside  

the protective barrier:  
1 – t = 3,02 s; 2 – t = 3,78 s 

Як можемо бачити з рис. 7, температура  

в середині бар’єра для вказаних моментів часу 

не досягає критичного значення, яке потрібне 

для руйнування конструкції від термічної дії. 

Відзначимо, що час розрахунку становив 3 с. 

Наукова новизна та практична  

значимість 

Наведено швидкорозрахункову чисельну мо-

дель для оцінювання часу руйнування захисного 

бар’єра на промисловому майданчику, де має мі-

сце пожежа. Аналіз теплових полів на промис-

ловому майданчику та в середині захисного 

бар’єра здійснено шляхом чисельного інтегру-

вання багатофакторного рівняння теплопере-

носу та теплопровідності. Задачу аеродинаміки 

розв’язано на базі моделі потенціального руху. 

Запропоновані чисельні моделі можуть бути 

використані для первинної оцінки температур-

ного поля всередині захисного бар’єра з метою 

визначення її ефективності з точки зору захисту 

зон від теплового забруднення на промисловому 

майданчику. 

Висновки 

У статті розглянуто розв’язання задачі тепло-

провідності – визначення температури в сере-

дині захисного бар’єра, що перебуває під дією 

теплового навантаження біля місця пожежі. 
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Розроблені чисельні моделі дають можли-

вість аналізувати теплові поля на промисловому 

майданчику та динаміку зміни температури в се-

редині захисного бар’єра. 

Побудовані чисельні моделі базуються на чи-

сельному інтегруванні рівнянь аеродинаміки, 

теплопереносу та теплопровідності. 
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Mathematical Modeling of the Process of Non-Stationary Heat Conduction 

Throughout the Wall 

Purpose. Extreme situations at industrial facilities often lead to fires, in particular, fires occur in the event of drone 

attacks on oil storage facilities. In such cases, a significant amount of chemically hazardous substances (fuel combus-

tion products) are released into the air, posing a risk of thermal injury to workers. Various means and structures are 

used to reduce the risk of thermal injury. When designing protective structures, it is necessary to determine in advance 

their effectiveness and the time of possible destruction. This requires the development and use of specialized mathe-

matical models. This work is devoted to the development of numerical models that allow predicting thermal fields at 

an industrial site in case of fire and assessing the risk of destruction of a protective wall (barrier). Methodology. To 

numerically solve aerodynamic problems (determining the wind speed field), calculate areas of thermal pollution of 

the air at an industrial site, and determine the dynamics of temperature changes inside a protective barrier (wall), we 

use fundamental models of continuum mechanics. Finite difference schemes are used for the numerical solution of 

simulation equations. Findings. A computer program has been developed that makes it possible to solve a «coupled» 

problem of determining the zone of thermal pollution of air at an industrial site and the dynamics of heating of  

a protective barrier (wall). Using the proposed numerical model and computer program, it is possible to solve the 

problem of thermal conductivity and heat transfer in real time. Originality. A fast-calculation numerical model is 

presented for estimating the time of destruction of a protective barrier at an industrial site where a fire occurs. The 

analysis of thermal fields at an industrial site and inside the protective barrier was carried out by numerical integration 

of a multivariable heat transfer and heat conduction equation. The aerodynamics problem was solved based  

on a potential motion model. These numerical models require little computer time for practical implementation.  

Practical value. The proposed numerical models can be used for a preliminary assessment of the temperature field 

inside the protective barrier to determine its effectiveness in terms of protecting areas from thermal pollution at an 

industrial site. This info can be useful at the preliminary design stage of protective structures. 

Key words: protective barrier; temperature field; fire; heat transfer; mathematical modeling; industrial site; occu-

pational safety 
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