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Швидкорозрахункові моделі в задачах водокористування 

Мета. На етапі ескізного проєктування різноманітних споруд у системах водопостачання та водовідве-

дення потрібно мати комплекс математичних моделей для проведення серійних розрахунків з оцінювання 

ефективності роботи цих споруд у різних умовах. Потрібні математичні моделі, що враховують основні фі-

зичні фактори. Такими моделями є математичні моделі гідродинаміки та масопереносу. Складність матема-

тичної постановки задач масопереносу для систем водопостачання та водовідведення полягає у використан-

ні чисельних методів. Це пов’язано з тим, що у фундаментальних моделях механіки суцільного середовища 

застосовують багатофакторні диференціальні рівняння. Для практичного використання особливо важливо 

мати швидкорозрахункові чисельні моделі, щоб провести серійні розрахунки протягом робочого дня. Осно-

вною метою роботи є розробка швидкорозрахункових чисельних моделей для розв’язання комплексу задач 

у галузі водопостачання та водовідведення. Методика. Під час розв’язання задач масопереносу використо-

вують фундаментальні рівняння механіки суцільного середовища: рівняння для потенціалу швидкості, рів-

няння фільтрації, рівняння конвективно-дифузійного переносу домішки. Для чисельного інтегрування моде-

лювальних рівнянь використовують скінченнорізницеві схеми розщеплення. Побудову скінченнорізницевих 

схем здійснюють так, щоб отримати рівняння, для розв’язання яких можна застосувати явні формули. Чисе-

льне інтегрування моделювальних рівнянь здійснюють на прямокутній різницевій сітці. Результати. Розро-

блено комплекс чисельних моделей, що може бути використаний на етапі ескізного проєктування споруд 

систем водопостачання та водовідведення. Побудовані чисельні моделі враховують основні фізичні факто-

ри, що впливають на процеси масопереносу в цих спорудах. Наукова новизна. Запропоновано комплекс 

математичних  моделей для дослідження багатофакторних процесів масопереносу в спорудах водопостачан-

ня та водовідведення. Чисельні моделі враховують конвективно-дифузійний процес поширення домішки. 

Практична значимість. Побудовані чисельні моделі можуть бути використані під час проєктування напір-

них фільтрів, водозаборів та споруд для нейтралізації стічних вод. 
Ключові слова: водокористування; математичне  моделювання; фільтр; водозабір; нейтралізація стічних 

вод; обчислювальний експеримент 

Вступ 

Ефективність розв’язання сучасних техніч-

них задач у значній мірі залежить від викорис-

тання спеціальних математичних моделей. 

У галузі водокористування математичні моделі 

відіграють значну роль, оскільки для дослі-

дження багатьох процесів потрібне коштовне 

обладнання та значний час. Наприклад, дослі-
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дження процесів біологічного очищення стіч-

них вод у лабораторних умовах може тривати 

тижнями. Тому в галузі водокористування, осо-

бливо на етапі ескізного проєктування, важливо 

мати швидкорозрахункові моделі (Quick 

computing models). Такий результат можна 

отримати в разі використання емпіричних або 

аналітичних моделей [3, 5–8]. Вони дають мо-

жливість проаналізувати режим роботи бага-

тьох споруд у галузі водокористування. Але ці 

методи не враховують складну форму споруд, 

нерівномірність руху водного потоку. Тому 

особливий інтерес становлять чисельні моделі 

[1, 2, 9–11, 12–14]. Створення чисельних моде-

лей відповідає сучасним трендам у галузі водо-

користування. 

Мета 

Основною метою статті є розробка Screening 

Models для чисельного розв’язання задач в га-

лузі водокористування, зокрема гідродинаміки 

та масопереносу у фільтрах, у спорудах нейт-

ралізації стічних вод, поширення домішки біля 

руслового водозабору. 

Методика 

Розглядаємо декілька задач у галузі водоко-

ристування, для розв’язання яких використо-

вують метод чисельного моделювання. 

Моделювання роботи водозабору. Для ана-

лізу процесу поширення домішки в річці під 

час роботи водозабору (рис. 1) використовують 

2D-рівняння масопереносу домішки в поверх-

невому водоймищі (рівняння осереднено за 

глибиною водойми) [1, 2]: 

μ μх у

C uC vC C C

t x y x x y y

        
      

         
 

δ( ) δ( ),i iQ x x y y     (1) 

де C – концентрація домішки у водоймищі; u, v 

– проєкції вектора швидкості потоку у споруді; 

μx, μy – коефіцієнти дифузії; t – час. 

 

Рис. 1. Русловий водозабір 

(https://cutt.ly/ee6dI12D) 

Fig. 1. Channel water intake 

(https://cutt.ly/ee6dI12D) 

Для рівняння масопереносу ставлять такі 

граничні умови: 

1)  на вході в розрахункову зону: C = Cin,  

де Cin – відома концентрація домішки в річці; 

2) на виході з розрахункової зони: 

 C(i+1, j)=C(i, j), 

де C(i+1, j) – концентрація домішки в останній 

обчислювальній комірці; C(i, j) – концентрація 

домішки в попередній обчислювальній комірці; 

3) на твердих поверхнях: 

 0
C

n





, 

де n – одинична нормаль до твердої поверхні. 

Початкова умова для рівняння масопереносу 

така: за t=0 C=C0, C0 – відома концентрація до-

мішки. 

Для моделювання роботи водозабору потрі-

бно визначити поле швидкості водного потоку, 

оскільки «всмоктування» води водозабором 

змінює поле швидкості в руслі. Для розв’язання 

гідродинамічної задачі використовують модель 

нев’язкого руху рідини [1, 2]: 

 
2 2

2 2
0

P P

x y

 
 

 
, (2) 

де P – потенціал швидкості. 

Граничні умови для моделювального рів-

няння (2) розглянуто в [1, 2]. 

Компоненти вектора швидкості потоку ви-

значають так [2]: 
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 ;  
P P

u v
x y

 
 
 

. (3) 

Таким чином, математична модель процесу 

руху домішки у водоймищі під час роботи во-

дозабору базується на розв’язанні рівнянь (1)  

і (2) з відповідними крайовими умовами. 

Для чисельного інтегрування рівнянь моделі 

використовують скінченнорізницеві схеми. 

Моделювання здійснюють на прямокутній різ-

ницевій сітці. Чисельне інтегрування рівняння 

гідродинаміки (2) здійснюють за змінно-

трикутним методом. Для цього рівняння Лап-

ласа (2) записують так: 

 
2 2

2 2

P P P

t x y

  
 

  
, (4) 

де t – фіктивний час. 

Далі використовуємо двокрокову схему ро-

зщеплення змінно-трикутного методу: 

– на першому кроці: 

1 2 1 2 1 2
, , 1, , , 1,

2 20,5 η

n n n n n n
i j i j i j i j i j i jP P P P P P

x x

  
    

  
  

 

1 2 1 2
, 1 , , , 1

2 2
;

n n n n
i j i j i j i jP P P P

y y

 
   

 
 

 

– на другому кроці: 

1 1 2 1 1 1 2 1 2
, , 1, , , 1,

2 20,5 η

n n n n n n
i j i j i j i j i j i jP P P P P P

x x

     
    

  
  

 

1 1 1 2 1 2
, 1 , , , 1

2 2
.

n n n n
i j i j i j i jP P P P

y y

   
   

 
 

 

Таким чином, потенціал швидкості визнача-

ємо у два етапи. 

Значення компонент швидкості водного по-

току знаходимо так: 

 
1, , , 1 ,

;  .
i j i j i j i jP P P P

u v
x y

  
 

 
 (5) 

Відзначимо, що в зоні розташування водо-

забору потрібно задати швидкість водного по-

току, що потрапляє в систему водопостачання. 

 

 

 

Для чисельного інтегрування рівняння (1) 

використовуємо таку схему розщеплення: 

– перший крок (k=1/4): 

1 σ
( )

2 4

n k n
ij ij k k k

x y ij

C C
L C L C C

t



 


   


 

1
(

4

k k
xx xxM C M C     

1

) δ ;
4

N
n n l

yy yy l

l

Q
M C M C 



    

– другий крок (k=n+1/2; c=n+1/4 ): 

1 σ
( )

2 4

k c
ij ij k k k

x y ij

C C
L C L C C

t

 


   


 

1
(

4

k c
xx xxM C M C     

1

) δ ;
4

N
k c l

yy yy l

l

Q
M C M C 



    

– третій крок (k=n+3/4; c=n+1/2): 

1 σ
( )

2 4

k c
ij ij k k k

x y ij

C C
L C L C C

t

 


   


 

1
(

4

с k
xx xxM C M C     

1

) δ ;
4

N
k c l

yy yy l

l

Q
M C M C 



    

– четвертий крок (k=n+1; c=n+3/4): 

1 σ
( )

2 4

k c
ij ij k k k

x y ij

C C
L C L C C

t

 


   


 

1
(

4

k c
xx xxM C M C     

1

) δ .
4

N
c k

yy yy l

l

Q
M C M C 



    

Пояснення для різницевих операторів 

Lx, Ly…. наведено в [4]. 

Моделювання процесу нейтралізації стічних 

вод. Метод нейтралізації стічних вод є досить 

ефективним засобом їх обробки (рис. 2). 
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Рис. 2. Установка для нейтралізації стоків 

(https://cutt.ly/Je6dvPIL) 

Fig. 2. Installation for neutralization of wastewater 

(https://cutt.ly/Je6dvPIL) 

Розглядаємо процес, коли, крім забруднених 

стічних вод, до спеціальної споруди також пот-

рапляє нейтралізатор. Для моделювання проце-

су нейтралізації забруднених стічних вод  

у споруді використовуємо такі рівняння: 

 
2 2

2 2
0;

P P

x y

 
 

 
 (6) 

C uC vC

t x y

  
  

  
 

μ μ 0;х у

C C

x x y y

     
    
      

 (7) 

N uN vN

t x y

  
  

  
 

μ μх у

N N

x x y y

     
    
      

 

δ( )δ( );i iQ x x y y    (8) 

 ...Pollut Neutr A B   ,  (9) 

де P – потенціал швидкості; C – концентрація 

забруднювача в стічних водах, що потрапляють 

на нейтралізацію; N – концентрація нейтраліза-

тора; Q – інтенсивність подачі нейтралізатора; 

xi, yi – координати подачі нейтралізатора в спо-

руді. 

Рівняння (9) – це схематичний запис стехіо-

метричного співвідношення, що відповідає реа-

кції нейтралізації в середині споруди. 

Граничні умови для моделювальних рівнянь 

наведено в [1, 2]. 

Для чисельного інтегрування рівняння гід-

родинаміки (6) використовуємо таку явну різ-

ницеву схему: 

 
1, , 1, , 1 , , 1

2 2

2 2
0.

i j i j i j i j i j i jP P P P P P

x y

      
 

 
(10) 

Значення Pi,j визначаємо за допомогою явної 

залежності з рівняння (10). 

На наступному етапі розраховуємо компо-

ненти вектора швидкості потоку на гранях різ-

ницевих комірок: 

 
1, , , 1 ,

;  .
i j i j i j i jP P P P

u v
x y

  
 

 
 

Після розрахунку поля швидкості потоку 

стічних вод розв’язуємо рівняння (7) і (8) для 

визначення динаміки зміни концентрації забру-

днювача та нейтралізатору в споруді. 

Методику розв’язання цих рівнянь розгля-

немо на прикладі рівняння (7). Для побудови 

чисельної моделі процесу здійснюємо розщеп-

лення рівняння (7) таким чином: 

 0;
C uC C

t x y

  
  

  
 

 μ μ ;x y

C C C

t x x y y

      
    

       
 

 δ( )δ( ).i i i

C
Q x x y y

t


  


  

Для першого рівняння скінченнорізницева 

схема розщеплення має вигляд: 

– перший крок: 

 
, ,

0;

k n
i j i j k k

x y

C C
L C L C

t

 


  


 

– другий крок: 

 

1
, , 1 1 0.

n k
i j i j n n

x y

C C
L C L C

t



   


  


 

Пояснення для різницевих операторів 

Lx, Ly… наведено в [4]. 

Для другого рівняння системи двокрокова 

схема розщеплення має вигляд: 
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Для чисельного інтегрування третього рів-

няння системи використовуємо метод Ейлера. 

Моделювання роботи фільтра. Для моде-

лювання процесу очищення води в напірному 

фільтрі (рис. 3) використовуємо такі рівняння: 

 
2 2

2 2
μ ;

h h h
k

t x y

   
  

   
 (11) 
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 (12) 

 ; ,
h h

u k v k
x y

 
   

 
 

де h – напір; k – коефіцієнт фільтрації; µ – не-

стача насичення (водовіддача); u, v – компонен-

ти швидкості підземного потоку; S – концент-

рація домішки в потоці; µx, µy – коефіцієнти 

дисперсії; t – час. 

 

Рис. 3. Напірний фільтр 

(https://cutt.ly/de6dlL6k) 

Fig. 3. Pressure filter 

(https://cutt.ly/de6dlL6k) 

Чисельне розв’язання рівняння фільтрації 

здійснюємо за допомогою такої двокрокової 

схеми розщеплення: 

– перший крок: 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2
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– другий крок: 
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де 
μ

k
a  . 

Для чисельного інтегрування рівняння пере-

носу здійснюємо його розщеплення таким чином: 

 μ ;x

S uS S

t x x x

    
   

    
 (13) 

 μ .y

S vS S

t y y y

    
   

    
 (14) 

Для чисельного розв’язання рівняння (13) 

використовуємо таку схему розщеплення: 

– перший крок: 

1 1
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– другий крок: 
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де ;  .
2 2

u u u u
u u  

   

Аналогічно записуємо схему розщеплення 

для рівняння (14). 

Здійснено програмну реалізацію розгляну-

тих чисельних моделей. 
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Результати 

Далі наведено результати обчислювального 

експерименту. Розглядаємо процес нейтраліза-

ції стічних вод, що містять сірчану кислоту. 

Для нейтралізації здійснюємо подачу розчину 

NaOH. Реакцію взаємодії записуємо так: 

 H2SO4 + 2 NaOH= Na2SO4 + 2H2O. 

Розглянуто такі сценарії: 

1. Сценарій № 1: відсутня подача нейтралі-

затора в камеру змішування. 

2. Сценарій № 2: подача нейтралізатора  

в камеру змішування відбувається в двох міс-

цях (місце подачі нейтралізатора показано на 

рис. 5 червоним «колом»). 

3. Сценарій № 3: подача нейтралізатора  

в камеру змішування відбувається у трьох міс-

цях (місце подачі нейтралізатора показано на 

рис. 6 червоним «колом»). 

Відзначимо, що кожне число на рисунках 

показує значення концентрації кислоти у відсо-

тках від максимального значення концентрації 

в розрахунковій зоні. Це значення дорівнює 

«99». Також слід мати на увазі, що значення 

«0» показує, що має місце повна нейтралізація 

кислоти в цій частині робочої камери. 

 

Рис. 4. Поле концентрації домішки в робочій камері 

за відсутності подачі нейтралізатора, сценарій № 1 

Fig. 4. Impurity concentration field in the working 

chamber in the absence of neutralizer supply,  

scenario No. 1 

Як можемо бачити з рис. 4, за відсутності 

подачі нейтралізатора в камері змішування має 

місце висока концентрація кислоти в стічних 

водах. Різниця в значенні концентрації кислоти 

в різних частинах робочої камери обумовлена 

процесом конвекції і дифузії та впливом «гео-

метрії» в середині робочої камери. 

 

Рис. 5. Поле концентрації домішки у споруді  

за подачі нейтралізатора, сценарій № 2 

Fig. 5. Impurity concentration field in the building  

at the neutralizer supply, scenario No. 2 

 

Рис. 6. Поле концентрації домішки у споруді  

за подачі нейтралізатора, сценарій № 3 

Fig. 6. Field of impurity concentration  

in the building at the neutralizer supply, scenario No. 3 

Якщо порівняти рис. 5 і 6, можна побачити, 

що розташування додаткового елемента, що 

здійснює подачу нейтралізатора, зокрема роз-

ташування його посередині камери, дозволяє 

суттєво підвищити ефективність нейтралізації 

стічних вод. 

Відзначимо, що час розрахунку складав 3 с.  

Наукова новизна та практична  

значимість 

Запропоновано комплекс чисельних моде-

лей для дослідження багатофакторних процесів 

масопереносу в спорудах водокористування. 

Побудовані чисельні моделі можуть бути 

використані на етапі ескізного проєктування 

споруд систем водокористування для оціню-

вання їх ефективності. 
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Висновки 

1. Розроблено чисельну модель для розра-

хунку процесу очищення води в напірному фі-

льтрі. 

2. Розроблено чисельну модель процесу ма-

сопереносу в річці під час роботт водозабору. 

3. Запропоновано чисельну модель процесу 

нейтралізації стічних вод. 
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Fast Computational Models in Water Use Problems 

Purpose. At the stage of preliminary design of various structures in water supply and wastewater systems, it is 

necessary to have a set of mathematical models to perform serial calculations to assess the efficiency of these struc-

tures in different conditions. Mathematical models are needed that take into account the basic physical factors. Such 

models are mathematical models of hydrodynamics and mass transfer. The complexity of the mathematical formula-

tion of mass transfer problems for water supply and wastewater treatment systems lies in the use of numerical meth-

ods. This is due to the fact that multifactor differential equations are used in fundamental models of continuum me-

chanics. For practical use, it is especially important to have fast numerical models to perform serial calculations dur-

ing a working day. The main purpose of this work is to develop fast-calculating numerical models for solving a set 

of problems in the field of water supply and sewerage. Methodology. The fundamental equations of continuum me-

chanics are used to solve mass transfer problems: the equation for the velocity potential, the filtration equation, and 

the equation for convective-diffusive impurity transfer. Finite difference schemes are used for numerical integration 

of the modeling equations. The construction of finite-difference schemes is carried out in such a way as to obtain 

equations for which explicit formulas can be used to solve. The numerical integration of the modeling equations is 

carried out on a rectangular difference grid. Findings. A set of numerical models has been developed that can be 

used at the stage of preliminary design of water supply and wastewater treatment facilities. The constructed numeri-

cal models take into account the main physical factors that affect the processes of mass transfer in these structures. 

Originality. A set of mathematical models is proposed to study multifactorial mass transfer processes in water sup-

ply and sewage facilities. Numerical models take into account the convective diffusion process of impurity propaga-

tion. Practical value. The constructed numerical models can be used in the design of pressure filters, water intakes, 

and wastewater neutralization facilities. 
Keywords: water use; mathematical modeling; filter; water intake; wastewater neutralization; computational ex-

periment 
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