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Моделювання процесів фільтрації та тепломасопереносу в підземних 

водах 

Мета. Важливим інструментом розв’язання складних задач, які полягають в аналізі динаміки підземних 

вод і процесів тепломасопереносу в них під час дослідження їх забруднення від різних техногенних джерел 

у разі аварійних розливів хімічно небезпечних речовин тощо, є метод математичного моделювання. Основною 

метою статті є розробка комплексу математичних моделей для розрахунку процесу фільтрації безнапірних 

підземних вод, масопереносу домішки та процесу теплопереносу в підземних водах. Методика. Для прогно-

зування динаміки підземних вод використано двовимірне рівняння фільтрації у формі Буссінеска. Для моде-

лювання процесів масопереносу в підземних водах використано двовимірне рівняння конвективно-дифузій-

ного переносу домішки. Процес заморожування окремих ділянок підземного потоку змодельовано за допомо-

гою рівняння Лапласа для потенціалу швидкості (розрахунок поля швидкості потоку в умовах геометрії, що 

змінюється з часом) та двовимірного рівняння теплопереносу в підземних водах. Для розв’язання моделюва-

льних рівнянь динаміки підземних вод і тепломасопереносу використано скінченнорізницеві схеми. 

Результати. Побудовано комплекс математичних моделей для розрахунку процесу фільтрації безнапірних 

ґрунтових вод та їх хімічного забруднення. Проведений експеримент підтвердив адекватність побудованої 

чисельної моделі фільтрації безнапірного потоку підземних вод. Побудовано ефективну математичну модель, 

що дозволяє визначати температурні поля в підземних водах під час роботи свердловини, яку використовують 

для заморожування окремих ділянок потоку. Результати комп’ютерного моделювання свідчать про ефектив-

ність розроблених математичних моделей. Наукова новизна. Запропоновано ефективні математичні моделі 

для прогнозування рівня хімічного забруднення підземних вод, її динаміки та теплового режиму. Побудовані 

математичні моделі дають можливість визначати динаміку зміни температурного режиму підземних вод 

під час роботи свердловин, через які подають холодоагент для заморожування окремих ділянок. Розроблено 

комп’ютерну програму, що дозволяє здійснювати комплексне оцінювання стану підземних вод. 

Практична значимість. Розроблено комплекс комп’ютерних програм для проведення обчислювального екс-

перименту з дослідження процесів фільтрації, хімічного забруднення підземних вод та процесів теплопере-

носу в них. Цей комплекс програм можна використати для наукового обґрунтування інженерних рішень, спря-

мованих на захист підземних вод. 
Ключові слова: динаміка підземних вод; масоперенос у ґрунтових водах; заморожування підземних вод; 

теплоперенос; математичне моделювання 

Вступ 

У багатьох країнах світу проблема підтоп-

лення територій стоїть дуже гостро. Таке підто-

плення має суттєві негативні наслідки: підземна 

вода потрапляє в підвали, фундаменти будівель, 

неможливо здійснювати сільгоспроботи, має мі-

сце зниження родючості земель [3, 6, 7]. 

Крім цього, зниження рівня підземних вод 

є необхідним під час будівництва ряду споруд 

[1]. Тому цій проблемі приділяють значну увагу. 
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У наш час використовують різні методи зни-

ження рівня підземних вод. Часто для вирішення 

цієї проблеми використовують свердловини [1]. 

Також широко застосовують метод заморожу-

вання ділянки підземних вод із подальшим від-

качуванням води з цієї ділянки.  

 

Рис. 1. Спеціальне обладнання для подачі 

холодоагента в підземні води 

(https://www.geofrost.no/en/) 

Fig. 1. Special equipment for refrigerant  

supply to groundwater  

(https://www.geofrost.no/en/) 

Для цього використовують спеціальне обла-

днання (рис. 1) та свердловини, що забезпечу-

ють постійний режим подачі холодоагента в по-

тік, де здійснюється охолоджування (рис. 2) [5, 

10, 14]. 

 

Рис. 2. Свердловини з холодоагентом  

у підземному потоці  

(https://www.geofrost.no/en/) 

Fig. 2. Wells with refrigerant in the underground flow 

(https://www.geofrost.no/en/) 

Лід, що утворюється в підземному потоці, 

створює завісу, яка працює як «затвор» на окре-

мій ділянці (рис. 3). Це дозволяє на цій ділянці 

потоку здійснювати відкачування підземних вод 

(рис. 4). 

 

Рис. 3. Льодова «завіса» в підземному потоці 

(https://www.geofrost.no/en/) 

Fig. 3. Ice «curtain» in an underground stream 

(https://www.geofrost.no/en/) 

 

Рис. 4. Створення «сухої» зони в підземному потоці 

(https://www.geofrost.no/en/) 

Fig. 4. Creating a «dry» zone in an underground stream 

(https://www.geofrost.no/en/) 

Особливо важливою проблемою в цій галузі 

є створення розрахункових методів для аналізу 

ефективності використання різних інженерних 

технологій зниження рівня підземних вод. 

Найбільш широко використовують емпіри-

чні та аналітичні методи розрахунку для задач 

цього класу, що дають можливість прогнозувати 

процеси геоміграції, теплопереносу та динаміки 

підземних вод під час роботи дренажних систем 

тощо [1, 4, 11, 12]. Але використання таких ме-

тодів дозволяє отримати інформацію лише для 

«спрощених» сценаріїв. Високі вимоги щодо 

прогнозних даних потребують створення більш 

удосконалених математичних моделей для 

розв’язування складних задач у галузі динаміки 

підземних вод та процесів тепломаcопереносу  

в них. Альтернативою є використання чисель-

них моделей [2, 8, 9, 13]. Але проблема розробки 

швидкорозрахункових чисельних моделей для 

аналізу складних процесів динаміки підземних 

вод та процесів тепломасопереносу в них зали-

шаться актуальною. 
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Мета 

Автори ставлять за основну мету цієї роботи 

створення комплексу математичних моделей 

для розрахунку фільтрації ґрунтових вод та про-

цесів тепломасопереносу в аспекті розв’язання 

інженерних задач захисту підземних вод. 

Методика 

Для розрахунку динаміки ґрунтових вод та 

процесів тепломасопереносу в них використову-

ють фундаментальні рівняння механіки суціль-

ного середовища. 

Моделювання процесу фільтрації. Для опису 

руху безнапірного потоку підземних вод викори-

стовуємо  рівняння Буссінеска: 

 
2 2

2 2
μ ,m

h h h
kh

t x y

   
  

   
 (1) 

де h – глибина безнапірного підземного потоку; 

k – коефіцієнт фільтрації водоносного шару;  

µ – недостача насичення (водовіддача); hm – се-

редня глибина підземного потоку. 

У разі використання рівняння (1) водотрив-

кість вважають горизонтальною. 

Компоненти вектора швидкості підземного 

потоку розраховуємо на базі закону Дарсі: 

 ; .
h h

u k v k
x y

 
   

 
 (2) 

Крайові умови для моделювального рівняння 

(1) розглянуто в [3]. 

Слід відзначити, що для реальних задач дина-

міки підземних вод знайти розв’язок рівняння фі-

льтрації (1) можна лише шляхом використання 

чисельних методів. Чисельне розв’язання цього 

рівняння розглянуто нижче. 

Моделювання процесу геоміграції. Значна кі-

лькість задач у галузі динаміки підземних вод 

пов’язана з аналізом руху домішки в цих водах. 

Домішки можуть потрапляти в підземний потік 

під час фільтрації забруднених вод із відстійни-

ків-накопичувачів, під час аварійних розливів 

тощо. Тому часто постає проблема визначення 

розмірів та інтенсивності зон забруднення в під-

земних водах, що формуються з часом. Для дос-

лідження процесів руху домішки в підземних во-

дах використовуємо усереднене за глибиною по-

току рівняння масопереносу [2]: 

μ μx y

S uS vS S S

t x y x x y y

        
      

         
 

     
1

δ δ ,
n

S i i i

i

Q t x x y y


    (3) 

де u, v – компоненти швидкості  потоку ґрунто-

вих вод; S – концентрація домішки в підземному 

потоці; Q – інтенсивність емісії домішки в підзе-

мний потік; µx, µy – коефіцієнти дисперсії; t – 

час. 

Положення джерела емісії (ставка-відстій-

ника) моделюємо за допомогою дельта-функції 

Дірака δ(x–xi)(y–yi), де xi, yi – декартові коорди-

нати джерела емісії. 

Постановку крайових умов для рівняння (3) 

розглянуто в [2]. 

Моделювання процесу теплопереносу в підзе-

мних водах. Для моделювання процесу заморо-

жування підземних вод та розрахунку динаміки 

зміни їх температури використовуємо таке рів-

няння теплопереносу: 

 ,x y

T uT vT T T
a a

t x y x x y y

        
      

         
(4) 

де u, v – компоненти швидкості  потоку ґрунто-

вих вод; T – температура в потоці; ax, ay – коефі-

цієнти температуропровідності; t – час. 

Для моделювання гідродинаміки підземного 

потоку в задачах про його заморожування про-

понуємо використати рівняння потенціалу шви-

дкості: 

 
2 2

2 2
0,

P P

x x

 
 

 
 (5) 

де Р – потенціал швидкості. 

Якщо визначено поле потенціалу швидкості, 

то компоненти вектора швидкості потоку визна-

чаємо так: 

 ; .
P P

u v
x y

 
 
 

 (6) 

Розв’язок рівняння (5) та визначення компо-

нент вектора швидкості підземного потоку на 

базі залежностей (6) дають можливість визна-

чати швидкість потоку підземних вод під час 
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формування зони охолодження (льоду) біля све-

рдловин, що використовують спеціальний роз-

чин для охолодження води. 

Чисельні моделі. Для чисельного інтегру-

вання розглянутих моделювальних рівнянь ви-

користовуємо прямокутну різницеву сітку. 

Під час побудови чисельних моделей їх пара-

метри на різницевій сітці визначаємо таким чи-

ном: 

1) глибину підземного потоку визначаємо  

в центрах різницевих комірок; 

2) концентрацію домішки визначаємо в цен-

трах прямокутних різницевих  комірок; 

3) компоненти швидкості фільтраційного по-

току визначаємо на сторонах різницевих комі-

рок; 

4) температуру водного потоку визначаємо  

в центрах прямокутних різницевих  комірок. 

Формування вигляду розрахункової області 

здійснюємо за допомогою маркерів. Маркери 

визначають положення свердловин, річок (зона 

розвантаження підземного потоку), сховищ із 

рідинними відходами тощо. 

Для побудови чисельної моделі фільтрацій-

ного потоку рівняння (1) зводимо до вигляду: 

 
2 2

2 2m

h h h
kh

t x y

   
   
   

; (7) 

 μ .
h

W
t





 (8) 

Для чисельного розв’язання рівняння (7) ви-

користовуємо різницеву схему сумарної апрок-

симації: 

– перший крок розщеплення: 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2
, , , 1, , , 1

2 2
;

n n n n n
n

i j i j i j i j i j i jh h h h h h
a a

t x y

    

 

   
       

    
     

   

 

– другий крок розщеплення: 

1

1 1 1 1 12
, , 1, , , 1 ,

2 2
,

n
n n n n n
i j i j i j i j i j i jh h h h h h

a a
t x y


    

 
     

    
        

 

де .
μ

mkh
a   

Для чисельного розв’язання рівняння геоміг-

рації (3) здійснюємо його розщеплення таким 

чином [1]: 

 ;x

S uS S

t x x x

    
   

    
 (9) 

 ;y

S vS S

t y y y

    
   

    
 (10) 

     
1

.
n

S i i i

i

S
Q t x x y y

t 


   


  (11) 

Для чисельного розв’язання рівняння (9) за-

стосовуємо двокрокову схему розщеплення [2]: 

– на першому кроці: 

1 1

1 2 2
1, , , 1,2

, , Δ
Δ

n n

n i j i j i j i jn
i j i j

u S u S
S S t

x

 
 

  
    

1 1

2 2
, 1, , 1,

2 2
Δ Δ μ ;

2Δ 2Δ

n n
n n

i j i j i j i j

x x

S S S S
t t

x x

 

    
    

– на другому кроці: 

1 11
1, 1, , ,1 2

, ,

n n
n i j i j i j i jn

i j i j

u S u S
S S t

x

   
  


  


 

1 1

1 12 2
, 1, , 1,

2 2
,

2 2

n n
n n

i j i j i j i j

x x

S S S S
t t

x x

 
 

    
    

 
 

де ;  .
2 2

u u u u
u u  

   

Для чисельного розв’язання рівняння (10) за-

стосовуємо таку двокрокову схему розщеплення 

[2]: 

– на першому кроці: 

1 1

1 2 2
, 1 , , , 12

, ,

n n

n i j i j i j i jn
i j i j

v S v S
S S t

y

 
 

  
   


 

1 1

2 2
, , 1 , , 1

2 2
;

2 2

n n
n n

i j i j i j i j

y y

S S S S
t t

y y

 

    
    

 
 

 

 

8

http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://doi.org/10.15802/stp2023/292720


ISSN 2307–3489 (Print), ІSSN 2307–6666 (Online) 

Наука та прогрес транспорту, 2024, № 3 (107) 

 

ЕКОЛОГІЯ ТА ПРОМИСЛОВА БЕЗПЕКА  

Creative Commons Attribution 4.0 International    

doi: https://doi.org/10.15802/stp2024/313664 © М. М. Біляєв, В. В. Козачина, 2024 

– на другому кроці: 
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Для чисельного інтегрування рівняння (11) 

використовуємо метод Ейлера. 

Слід зазначити, що розв’язання задачі замо-

рожування потоку належить до особливо склад-

них задач динаміки підземних вод. Це пов’язано 

з тим, що потрібно здійснювати пошук рішення 

(поле температури, швидкості підземного по-

току) в області, вигляд якої змінюється з часом, 

що обумовлено появою зони заморожування – 

тобто зони, де немає руху рідини. Таким чином, 

у потоці з’являється зона, що є непроникливою 

та змінює свій розмір і форму з часом. 

Під час розв’язання задач, пов’язаних із про-

цесом заморожування потоку підземних вод, на 

першому етапі здійснюємо чисельне інтегру-

вання рівняння Лапласа за явною формулою. 

Для цього виконуємо таку апроксимацію похід-

них: 
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де ∆x, ∆y – крок різницевої сітки в напрямку осей 

OX, OY відповідно. 

З урахуванням цих апроксимацій рівняння 

Лапласа можна записати так: 
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Значення потенціалу швидкості визначаємо 

таким чином: 
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Розщеплення рівняння (4) має вигляд [5]: 
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Для чисельного розв’язання рівняння (12) за-

стосовуємо двокрокову схему розщеплення [2]: 

– на першому кроці: 
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– на другому кроці: 
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Для чисельного розв’язання рівняння (13) за-

стосовуємо таку двокрокову схему розщеплення 

[2]: 

– на першому кроці: 
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– на другому кроці: 
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Алгоритм розв’язання задач цього класу та-

кий: 

1. Формуємо вигляд розрахункової області. 

2. Вводиться інформацію про фізичні пара-

метри задачі. 

3. Задаємо положення свердловин, які вико-

ристовують для заморожування підземного по-

току. 

4. Розв’язуємо рівняння Лапласа для потен-

ціалу швидкості. 

5. Визначаємо компоненти вектора швидко-

сті потоку. 

6. Здійснюємо розрахунок поля температури 

в потоці. 

7. Визначаємо область, де температура по-

току дорівнює 0, тобто відбулось заморожу-

вання води. 

Поява льоду в потоці змінює геометрію роз-

рахункової області, оскільки в зоні, де є лід, уже 

відсутній рух води. Тому потрібно нову 

розв’язати задачу динаміки підземних вод та 

знову визначити поле швидкості підземного по-

току, а далі розв’язати задачу теплопереносу. 

Тобто процес повторюють, починаючи з п. 4. 

На базі розроблених чисельних моделей 

створено комп’ютерний код WaTGE–2. Мовою 

програмування є FORTRAN. До складу 

комп’ютерного коду входять: 

1) Wa.DAT – файл початкових даних (уве-

дення інформації про розмір розрахункової об-

ласті, положення джерела забруднення, концен-

трацію домішки в підземному потоці, поло-

ження свердловин тощо); 

2) Wa1 – підпрограма типу SUBROUTINE 

для розрахунку динаміки зміни глибини ґрунто-

вих вод із часом; 

3) Wa2 – підпрограма типу SUBROUTINE 

для розрахунку компонент швидкості фільтра-

ційного потоку; 

4) Wa3 – підпрограма типу SUBROUTINE 

для розрахунку зміни концентрації домішки  

в ґрунтових водах із часом; 

5) WaТ3 – підпрограма типу SUBROUTINE 

для розрахунку зміни концентрації температури 

в ґрунтових водах із часом; 

6) WaТV2 – підпрограма типу SUBROUTINE 

для розрахунку компонент швидкості потоку, 

які використовують під час розв’язання задачі 

теплопереносу; 

7) WaTR2 – підпрограма типу SUBROUTINE 

для розв’язання рівняння потенціалу швидкості. 

Результати 

На першому етапі досліджень було прове-

дено експеримент в лабораторії кафедри «Гідра-

вліка, водопостачання та фізика»  Українського 

державного університету науки і технологій. 

Мета експерименту – верифікація чисельної мо-

делі фільтрації, що розглянута вище. 

Експеримент проведено у фільтраційному 

лотку: 30×10×15 см (рис. 5). В аванкамері лотка 

підтримували постійний рівень води h1 = 13,5 см 

(початковий переріз). Рівень води в кінцевому 

перерізі h2 = 3,4 см. Розглянуто фільтрацію в разі 

горизонтальної водотривкості. Під час прове-

дення експерименту вимірювали витрату води 

крізь область фільтрації Q об’ємним способом 

та здійснювали відеозапис із метою фіксування 

положення фронту фільтрації l(x) з часом. 

На рис. 5 показано область фільтрації за ста-

ціонарного режиму. 

 

Рис. 5. Фільтраційний лоток 

Fig. 5. Filtering tray 

Як можна бачити з рис. 5, зона промочування 

чітко визначає область фільтрації потоку. Крап-

ками показано криву депресії. Перевищення 
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зони змочування вище кривої депресії обумов-

лено роботою капілярних сил. 

Для обробки результатів експерименту вико-

ристано формулу Дюпюї: 

 
2 2
1 2

1 22

h h
q k

l 


 , (14) 

де 
Q

q
b

  – питома витрата води; b – ширина ло-

тка; k – коефіцієнт фільтрації; h1, h2 – глибина 

фільтраційного потоку в різних перерізах, дов-

жина між якими дорівнює l1-2. 

Використовуючи формулу (11), можна ви-

значити коефіцієнт фільтрації для заміряних 

глибин фільтраційного потоку та витрати. 

У табл. 1 наведено результати обчислюваль-

ного експерименту та їх порівняння з даними 

експерименту. 

Таблиця 1  

Глибина фільтраційного потоку 

Table 1 

Depth of filtration flow 

Переріз 
Глибина потоку, см 

(експеримент) 
Глибина потоку, см 

(розрахунок) 

5 см 12,2 11,8 

10 см 11,1 10,6 

15 см 9,1 8,7 

20 см 6,8 6,2 

 

Як можна бачити з табл. 1, є задовільне узго-

дження даних експерименту та розрахунку. 

На наступному етапі досліджень було прове-

дено обчислювальний експеримент із метою пе-

ревірки стійкості розрахунку розроблених чисе-

льних моделей для моделювання процесу замо-

рожування підземних вод. Розглянуто свердло-

вину (рис. 6, маркер 4), де підтримували 

постійну температуру 0 ℃. Температура навко-

лишнього середовища 20 ℃. Потрібно було ви-

значити динаміку зміни температури в потоці  

з часом та форму зони заморожування. Узято, 

що в тій різницевій комірці, де температура ста-

вала рівною 0 ℃, формувався лід і ця зона пере-

ставала бути зоною течії. 

 

Рис. 6. Схема розрахункової області:  
4 – позиція свердловини, що подає реагент  

для заморожування 

Fig. 6. Scheme of the computational domain:  
4 – position of the well supplying the freezing agent 

На рис. 8 і 10 показано температурні поля  

й динаміку їх зміни з часом у разі роботи сверд-

ловини. Час на цих рисунках є безрозмірним. На 

рис. 7 і 9 показано зміну форми зони заморожу-

вання в потоці. 

 

Рис. 7. Область заморожування для моменту часу 

t = 5 ; маркер 4 – положення льоду 

Fig. 7. Freezing area for time t = 5;  

marker 4 – ice position 

 

Рис. 8. Поле температури в потоці 

для моменту часу t = 5 

Fig. 8. Temperature field in the flow for time t = 5 
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Рис. 9. Область заморожування для моменту часу 

t = 7 ; маркер 4 – положення льоду 

Fig. 9. Freezing area for time t = 7;  

marker 4 – ice position 

 

Рис. 10. Поле температури в потоці 

для моменту часу t = 7 

Fig. 10. Temperature field in the flow 

for time t = 7 

Як можна бачити з наведених рисунків, роз-

роблена чисельна модель дозволяє визначати ін-

тенсивність та форму зони охолоджування під 

час роботи свердловини. 

Відзначимо, що час розрахунку кожного ва-

ріанта задачі складає 8 с.  

Наукова новизна та практична  

значимість 

Запропоновано ефективні математичні мо-

делі для прогнозування рівня хімічного забруд-

нення підземних вод, динаміки підземних вод, 

теплового режиму в підземних водах. 

Побудовані математичні моделі дають мож-

ливість визначати динаміку зміни температур-

ного режиму підземних вод під час роботи свер-

дловин, які використовують для заморожування 

окремих ділянок підземних вод. 

Розроблена комп’ютерна програма дозволяє 

здійснювати комплексне оцінювання стану під-

земних вод. 

Висновки 

1. Побудовано комплекс математичних моде-

лей для розрахунку процесу фільтрації безнапі-

рних ґрунтових вод та їх хімічного забруднення.  

2. Проведено експеримент, що підтвердив 

адекватність побудованої чисельної моделі фі-

льтрації безнапірного потоку підземних вод. 

3. Побудовано ефективну математичну мо-

дель, що дозволяє визначати температурні поля 

в підземних водах під час роботи свердловин, 

які використовують для заморожування окре-

мих ділянок потоку. 

4. Результати комп’ютерного моделювання 

свідчать про ефективність розроблених матема-

тичних моделей. 
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Modeling of Filtration and Heat and Mass Transfer Processes in Groundwater 

Purpose. The method of mathematical modeling is an important tool for solving complex problems involving the 

analysis of groundwater dynamics and heat and mass transfer processes in them when studying their contamination 

from various anthropogenic sources in the event of accidental spills of chemically hazardous substances, etc. The main 

purpose of the article is to develop a set of mathematical models for calculating the process of filtration of non-pressure 

groundwater, mass transfer of impurities and the process of heat transfer in groundwater. Methodology. The two-

dimensional Boussinesq equation of filtration was used to predict the dynamics of groundwater. The two-dimensional 

equation of convective-diffusive transport of impurities was used to model the processes of mass transfer in ground-

water. The process of freezing of individual sections of the groundwater flow is modeled using the Laplace equation 

for the velocity potential (calculation of the flow velocity field in a time-varying geometry) and the two-dimensional 

equation of heat transfer in groundwater. Finite difference schemes were used to solve the modeling equations of 

groundwater dynamics and heat and mass transfer. Findings. A set of mathematical models has been developed to 

calculate the process of filtration of non-pressure groundwater and its chemical contamination. The experiment has 

confirmed the adequacy of the constructed numerical model of filtration of a non-pressure groundwater flow. An 

effective mathematical model was developed that allows determining the temperature fields in groundwater during 

the operation of a well used to freeze certain sections of the flow. The results of computer modeling indicate the 

effectiveness of the developed mathematical models. Originality. Effective mathematical models for predicting the 

level of chemical contamination of groundwater, its dynamics and thermal regime are proposed. The constructed 

mathematical models make it possible to determine the dynamics of changes in the temperature regime of groundwater 

during the operation of wells through which refrigerant is supplied to freeze individual areas. A computer program 

has been developed that allows for a comprehensive assessment of groundwater conditions. Practical value. A set of 
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computer programs has been developed to conduct a computational experiment to study the processes of filtration, 

chemical contamination of groundwater and heat transfer processes in them. This set of programs can be used for the 

scientific substantiation of engineering solutions aimed at protecting groundwater.  
Keywords: groundwater dynamics; mass transfer in groundwater; groundwater freezing; heat transfer; mathemat-

ical modeling 
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