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Моделювання нестаціонарного процесу масопереносу в підземних водах 

Мета. Інфільтрація забруднених вод, аварійні розливи хімічно небезпечних речовин у ґрунтові води призво-

дять до формування у водоносних шарах значних за розмірами зон техногенного забруднення. Тому важливою 

є розробка систем захисту від забруднення підземних вод. Для аналізу ефективності роботи таких систем захисту 

на етапі проєктування потрібно мати науково обґрунтовану інформацію про динаміку зміни зон забруднення 

у підземних водах. Така інформація може бути отримана за допомогою методу математичного моделювання. 

Робота спрямована на створення чисельної моделі для розрахунку нестаціонарного процесу геоміграції за умови 

застосування хімічного захисту підземних вод від забруднення. Методика. Для опису динаміки підземних по-

токів розглянуто два рівняння фільтрації, що дозволяють проводити математичне моделювання процесу фільт-

рації як під час розв’язання планових задач, так і для розв’язання задач профільної фільтрації. Для аналізу зміни 

якості підземних вод використано двовимірне рівняння геоміграції. Це рівняння враховує конвективний перенос 

домішки у фільтраційному потоці, дисперсію, інтенсивність інфільтрації домішки в підземний потік. Також це 

рівняння використано для розрахунку руху нейтралізатора у ґрунтових водах. Чисельне інтегрування рівняння 

фільтрації проведено за допомогою скінченнорізницевих методів. Для чисельного інтегрування рівняння геомі-

грації використано неявну схему розщеплення. Результати. Побудовано швидкозастосовну чисельну модель 

розрахунку динаміки ґрунтових вод. Модель є також платформою для розв’язання іншої важливої задачі – 

розрахунку процесів геоміграції. Запропоновано чисельну модель розрахунку нестаціонарного процесу геомі-

грації, що дає можливість оцінювати не тільки процес формування зон забруднення в потоці ґрунтових вод, 

але і визначати ефективність методу нейтралізації домішки в підземному потоці. Наукова новизна. Побудо-

вано ефективні чисельні моделі для експрес-оцінювання зміни динаміки ґрунтових вод та їх якості під дією 

техногенного джерела. Ці моделі враховують комплекс важливих фізичних факторів, що впливають на процес 

геоміграції та процес нейтралізації домішки в підземному потоці. Практична значимість. Розроблено 

комп’ютерну програму, що дозволяє методом обчислювального експерименту визначати ефективність про-

цесу нейтралізації агресивної домішки в ґрунтових водах з метою їх захисту від техногенного забруднення. 

Ключові слова: динаміка підземних вод; ґрунтові води; масоперенос; математичне моделювання; техно-

генне забруднення 

Вступ 

Серед сучасних проблем будівництва на під-

топлених територіях можна виділити дві важ-

ливі задачі: аналіз динаміки підземних вод (у пе-

ршу чергу – підтоплення); забруднення ґрунто-

вих вод (першого від поверхні землі водонос-

ного шару) [1–6]. Особливо слід відзначити, що 

підвищення рівня ґрунтових вод відбувається 

в районах, де має місце зміна гідрогеологічного 

режиму внаслідок будівництва ставків-накопи-

чувачів стічних вод від різних підприємств 

(рис. 1). Вплив таких техногенних джерел роз-

повсюджується на значну відстань. 

Рис. 1. Ставок-відстійник 

(https://www.pseau.org/outils/ouvrages/irc_university_o

f_leeds_waste_stabilization_ponds_2004.pdf) 

Fig. 1. Settling pond 

(https://www.pseau.org/outils/ouvrages/irc_university_o

f_leeds_waste_stabilization_ponds_2004.pdf) 
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Забруднення ґрунтових вод виникає переду-

сім унаслідок інфільтрації забруднених стічних 

вод зі ставків. Таким чином, наявність ставків 

призводить не тільки до зростання рівня ґрунто-

вих вод (починається процес підтоплення тери-

торії), але й до суттєвого зниження якості підзе-

мних вод. Ситуацію може погіршувати ще й той 

факт, що, крім зниження якості підземних вод, 

стічні води, що потрапляють у підземний потік 

зі сховищ, можуть бути агресивними та з часом 

впливати на стійкість фундаменту споруд, підзе-

мні комунікації тощо [7]. Крім цього, інтенсивне 

забруднення ґрунтових вод має місце в разі ін-

фільтрації різного роду домішок у ґрунтові води 

від промислових майданчиків або у випадку ава-

рійних витоків на транспорті, підприємствах. 

Важливо підкреслити, що розв’язання задач 

геоміграції забруднювальних речовин у підзем-

них водах базується на попередньому 

розв’язанні задачі динаміки підземних вод. Та-

ким чином, постає актуальне питання прогнозу-

вання якості підземних вод під дією техноген-

них джерел забруднення. 

У наш час для розв’язання задач цього класу 

використовують емпіричні та аналітичні моделі, 

що дають можливість визначати динаміку підзе-

мних вод та вплив дренажних систем на її зміну 

[2, 6 ]. Такі моделі є ефективними в інженерній 

практиці, але з їх допомогою можна отримати 

прогнозні дані лише для «спрощених» сценаріїв. 

У зв’язку з підвищенням рівня вимог до прогно-

зних результатів усе більше постає потреба у ви-

користанні чисельних моделей для розв’язання 

актуальних задач динаміки підземних вод та 

геоміграції [10, 11]. Відкритим питанням зали-

шається створення математичних моделей для 

розв’язання задач геоміграції у контексті засто-

сування їх до проблем захисту підземних вод від 

забруднення внаслідок різних технологій, на-

приклад, встановлення підземних захисних стін, 

використання різного роду дренажу, викорис-

тання хімічних засобів захисту підземних вод 

від агресивних домішок тощо. 

Мета 

Автори передбачають створення чисельної 

моделі для розрахунку нестаціонарного процесу 

геоміграції в разі застосування хімічного захи-

сту підземних вод від забруднення. 

Методика 

Розглядаємо задачу хімічної нейтралізації аг-

ресивної домішки (кислоти) в ґрунтовому по-

тоці. Для нейтралізації пропонуємо створити 

в підземному потоці спеціальну зону на зразок 

шурфу (далі – нейтралізувальний елемент). До 

цієї зони подають нейтралізатор. Особливістю 

створеної зони є те, що вона не перешкоджає 

руху підземного потоку. Це може бути сітка 

в потоці, крізь прозори якої рухається забруд-

нена підземна вода і в цій зоні «зустрічає» нейт-

ралізатор. Далі відбувається процес нейтраліза-

ції агресивної домішки. Іншим варіантом може 

бути перфорована труба. 

Для планової задачі динаміки підземних вод 

процес фільтрації моделюємо таким рівнянням: 

2 2

2 2
μ ,m

h h h
kh W

t x y

   
   

   
(1) 

де h – глибина підземного потоку; k – коефіцієнт 

фільтрації; µ – нестача насичення (водовіддача); 

«+W» – інтенсивність інфільтрації; якщо «–W» – 

інтенсивність відкачування води з водоносного 

шару; hm – середня глибина підземного потоку. 

Під час використання рівняння (1) водотрив 

вважаємо горизонтальним. 

Компоненти вектора швидкості підземного 

потоку визначаємо на базі закону Дарсі: 

;  .
h h

u k v k
x y

 
   

 
 (2) 

Постановку крайових умов для рівняння (1) 

розглянуто в [3]. 

Якщо розглядати профільну фільтрацію, за 

умови, що коефіцієнт фільтрації – незмінна ве-

личина, рух сталий, то динаміку руху підзем-

ного потоку можна описати таким рівнянням: 

2 2

2 2
0.

h h

x y

 
 

 
 (3) 

Граничні умови для рівняння (3) розглянуто 

в [6, 9].  

Чисельні моделі динаміки підземних вод. Для 

чисельного розв’язання моделювального рів-

няння (1) здійснюємо його розщеплення таким 

чином: 
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2 2

2 2
μ ;m

h h h
kh

t x y

   
  

   
 (4) 

 μ .
h

W
t





 (5) 

Для чисельного інтегрування рівняння (5) 

використовуємо метод Ейлера. Розрахункова за-

лежність має вигляд: 

 
1 .

μ

n n t
h h W    (6) 

Для чисельного інтегрування рівняння (4) 

використовуємо прямокутну різницеву сітку [8]. 

Двокрокова схема розщеплення (метод сумарної 

апроксимації) має вигляд: 

–  перший крок: 

1 1 1

2 2 2
, , , 1,

2

n n n
n

i j i j i j i jh h h h
a

t x

  



 
   

  
  

 

 

1 1

2 2
, , 1

2
;

n n

i j i jh h
a

y

 



 
  

  
 

 

 (7) 

–  другий крок: 

1

1 1 12
, , 1, ,

2

n
n n n
i j i j i j i jh h h h

a
t x


  


  

  
   

 

1 1
, 1 ,

2
,

n n
i j i jh h

a
y

 


 
  

  

 (8) 

де 
μ

mkh
a  . 

Створено комп’ютерну програму для чисель-

ного інтегрування рівняння (1), мова програму-

вання FORTRAN. Програма побудована на мо-

дульному принципі, основні підпрограми типу 

SUBROUTINE такі: 

1) WaА.DAT – файл початкових даних; 

2) WaА11.for – чисельне інтегрування рів-

няння (5); 

3) WaА21.for – чисельне інтегрування рів-

няння (4) на базі залежностей (7) та (8); 

 

4) Wa2.for – розрахунок компонент вектора 

швидкості підземного потоку на базі залежнос-

тей (2). 

Для чисельного інтегрування рівняння філь-

трації (3) здійснюємо попередній запис його  

у вигляді нестаціонарного рівняння: 

 
2 2

2 2
.

h h h

t x y

  
 

  
 

Далі здійснюємо його розщеплення [8] на два 

рівняння (геометричне розщеплення): 

 
2

2
μ ;

h h
k

t x

 


 
 (9) 

 
2

2
μ .

k h
k

t y

 


 
 (10) 

На наступному етапі використовуємо такі рі-

зницеві залежності (локально-одновимірна різ-

ницева схема): 

–  перший крок: 

 
1, , , 1,1

, , 2 2
;

n n n n
i j i j i j i jn n

i j i j

h h h h
h h t t

x x

 
  

  
 

 

–  другий крок: 

 
, 1 , , , 11

, , 2 2
.

n n n n
i j i j i j i jn n

i j i j

h h h h
h h t t

y y

 
  

  
 

 

Розрахунок закінчуємо, коли виконуємо 

умову: 

 1
, , ε,n n

i j i jh h    

де ε = 0,01. 

Створено комп’ютерну програму для чисель-

ного інтегрування рівняння (3), мова програму-

вання FORTRAN. Програма побудована на мо-

дульному принципі, основні підпрограми типу 

SUBROUTINE такі: 

1) Wa37.DAT – файл початкових даних; 

2) Wa12.for – чисельне інтегрування рівняння 

(3), перший крок розщеплення; 

3) Wa13.for – чисельне інтегрування рівняння 

(3), другий крок розщеплення; 

4) Wa2.for – розрахунок компонент вектора 

швидкості підземного потоку на базі залежнос-

тей (2). 
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Модель геоміграції. Для прогнозування за-

бруднення підземних вод використовуємо таке 

рівняння геоміграції:  

μ μx y

C uC vC C C

t x y x x y y

        
      

         
 

     
1

δ δ ,
n

i i i

i

Q t x x y y


    (11) 

де u, v – компоненти швидкості підземного по-

току; C – концентрація домішки в підземному по-

тоці; Q – інтенсивність емісії домішки в підзем-

ному потоці; µx, µy – коефіцієнти дисперсії; t – час. 

Положення джерела емісії моделюємо за до-

помогою дельта – функції Дірака δ(x–xi)(y–yi), де 

xi, yi – декартові координати джерела емісії. По-

становку крайових умов для рівняння (3) розгля-

нуто в [6]. Слід зазначити, що як початкові 

умови можна задавати форму зони забруднення, 

що утворилася, наприклад, у підземних водах 

під промисловим майданчиком, її розміри, кон-

центрацію домішки в цій зоні. 

Рівняння (11) також використовуємо для ро-

зрахунку руху нейтралізатора в потоці підзем-

них вод. 

Для розрахунку процесу нейтралізації домі-

шки використовуємо стехіометричні співвідно-

шення, що описують взаємодію «агресивна до-

мішка + нейтралізатор». 

Для чисельного розв’язку рівняння геомігра-

ції здійснюємо його фізичне розщеплення : 

 μ μ ;x y

С C C

t x x y y

      
    

       
 

 0.
С uC vC

t x y

  
  

  
 

Для чисельного інтегрування рівняння дифу-

зії використовуємо двоетапну різницеву схему: 

–  перший етап: 
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–  другий етап: 
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Для чисельного інтегрування першого рів-

няння з цієї системи (конвективний перенос до-

мішки) використовуємо змінно-трикутну різни-

цеву схему. Перерахунок концентрації домішки 

в кожній різницевій комірці проводимо на кож-

ному часовому кроці на базі рівнянь кінетики. 

Здійснено програмну реалізацію чисельного 

інтегрування рівняння геоміграції на базі схем 

розщеплення, розроблено комп’ютерну про-

граму Wa3А.FOR. 

Результати 

Далі наведено результати розв’язку задачі 

на базі розроблених чисельних моделей геоміг-

рації. Постановка задачі: у ґрунтових водах 

утворилась зона забруднення, що містить H2SO4. 

Для нейтралізації використовуємо 10-відсотко-

вий розчин Na2CO3. Реакція взаємодії «домішка 

+ нейтралізатор» має вигляд: 

 2 4 2 3 2 4 2 2H .SO Na CO Na SO H O CO    

Нейтралізатор подається в елемент, розта-

шований у підземному водоносному шарі, що 

показано умовно стрілкою на рис. 2–4. Розгля-

нуто такі сценарії: 

1. Сценарій № 1: рух зони забруднення  

у підземному потоці (немає подачі нейтраліза-

тора). 

2. Сценарій № 2: рух зони забруднення  

в підземному потоці за наявності короткого ней-

тралізувального елемента. 

3. Сценарій № 3: рух зони забруднення  

в підземному потоці за наявності довгого нейт-

ралізувального елемента. 

Концентрація домішки в зоні забруднення 

для часу t = 0 становить 10 одиниць (у безрозмі-

рному вигляді), час, що вказаний на рисунках, – 

безрозмірний. 
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Рис. 2. Схема розрахункової зони (сценарій № 1,  

немає захисту підземних вод) 

Fig. 2. Scheme of the calculation area (scenario No. 1, 

no groundwater protection) 

 

 

Рис. 3. Схема розрахункової зони (сценарій № 2,  

короткий нейтралізувальний елемент) 

Fig. 3. Scheme of the design zone (scenario No. 2,  

short neutralizing element) 

 

 

Рис. 4. Схема розрахункової зони (сценарій № 3,  

довгий нейтралізувальний елемент) 

Fig. 4. Scheme of the design zone (scenario No. 3,  

long neutralizing element) 

 

Рис. 5. Зона забруднення, t= 1 (сценарій № 1): 
1 – С = 0,98; 2 – С = 2,29 

Fig. 5. Pollution zone, t = 1 (scenario 1): 

1 – C = 0.98; 2 – C = 2.29 

 

Рис. 6. Зона забруднення, t = 14 (сценарій № 1): 
1 – С = 0,55; 2 – С = 1,30 

Fig. 6. Contamination zone, t = 14 (scenario 1): 
1 – C = 0.55; 2 – C = 1.30 

 

Рис. 7. Зона забруднення, t= 1 (сценарій № 2): 
1 – С = 0,98; 2 – С = 2,29;  

3 – нейтралізувальний елемент 

Fig. 7. Contamination zone, t = 1 (scenario 2): 
1 – C = 0.98; 2 – C = 2.29; 3 – neutralizing element 
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Рис. 8. Зона забруднення, t = 14 (сценарій № 2): 
1 – С = 1,96; 2 – С = 4,57; 3 – нейтралізувальний елемент 

Fig. 8. Contamination zone, t = 14 (scenario 2): 
1 – C = 1.96; 2 – C = 4.57; 3 – neutralizing element 

 

Рис. 9. Зона забруднення, t = 1 (сценарій № 3): 
1 – С = 0,96; 2 – С = 2,24; 3 – нейтралізувальний елемент 

Fig. 9. Contamination zone, t = 1 (scenario 3): 
1 – C = 0.96; 2 – C = 2.24; 3 – neutralizing element 

 

Рис. 10. Зона забруднення, t = 14 (сценарій № 3): 
1 – С = 1,60; 2 – С = 3,73; 3 – нейтралізувальний елемент 

Fig. 10. Contamination zone, t = 14 (scenario 3): 
1 – C = 1.60; 2 – C = 3.73; 3 – neutralizing element 

Результати обчислювального експерименту 

показують таке. По-перше, при відсутності сис-

теми захисту зона забруднення в підземному по-

тоці з часом збільшується в розмірах та охоплює 

все більшу частину водоносного шару. По- 

друге, наявність нейтралізувального елемента 

суттєво впливає на зміну розмірів зони забруд-

нення – вона зменшується з часом. Крім цього, 

із наведених рисунків можна бачити, шо в разі 

короткого нейтралізувального елемента частина 

зони забруднення «не потрапляє» до зони хіміч-

ної взаємодії, і ця зона забруднення має тенден-

цію до просування вздовж потоку нижче нейтра-

лізатора. Отже, для організації такої системи за-

хисту водоносного шару від забруднення важ-

ливо раціонально визначати довжину 

нейтралізувального елемента. 

Відзначимо, що час розрахунку кожного ва-

ріанту задачі складає 3 с. Таким чином, побудо-

вані чисельні моделі дозволяють швидко аналі-

зувати зміну гідрогеологічного режиму та забру-

днення підземних вод. Це дуже корисно для про-

ведення серійних розрахунків на практиці. 

Наукова новизна та практична  

значимість 

Запропоновано ефективні чисельні моделі 
для експрес-оцінювання зміни динаміки ґрунто-
вих вод та їх якості під дією техногенного дже-
рела. 

Побудовані чисельні моделі враховують 
комплекс важливих фізичних факторів, що 
впливають на процес геоміграції та процес ней-
тралізації домішки у підземному потоці. Це дає 
можливість отримувати адекватну оцінку ефек-
тивності методу нейтралізації агресивної домі-
шки у водоносному шарі. 

Створено комп’ютерний код, що дозволяє на 
практиці використовувати побудовані чисельні 
моделі. 

Висновки 

1. Побудовано швидкозастосовну чисельну 

модель розрахунку динаміки ґрунтових вод. Мо-

дель також є платформою для розв’язання іншої 

важливої задачі – розрахунку процесів геомігра-

ції. 

2. Запропоновано чисельну модель розраху-

нку нестаціонарного процесу геоміграції. Мо-

дель дає можливість оцінювати не тільки процес 

формування зон забруднення в потоці ґрунтових 

вод, але і визначати ефективність методу нейт-

ралізації домішки у підземному потоці. 

3. Побудовані чисельні моделі враховують 

найбільш важливі параметри, що впливають на 

формування зон забруднення у ґрунтових водах. 
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4. Результати проведеного обчислювального 

експерименту показують, що побудовані мате-

матичні моделі дають можливість швидко отри-

мати прогнозні дані для аналізу динаміки забру-

днення ґрунтових вод. 
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Modeling of Non-Stationary Mass Transfer Process In Groundwater 

Purpose. Infiltration of contaminated water and accidental spills of chemically hazardous substances into ground-

water lead to the formation of large zones of man-made pollution in aquifers. Therefore, it is important to develop 

protection systems against groundwater pollution. To analyze the effectiveness of such protection systems at the de-

sign stage, it is necessary to have scientifically based information on the dynamics of changes in groundwater con-

tamination zones. Such information can be obtained using the method of mathematical modeling. The study aims to 

create a numerical model for calculating the non-stationary process of geomigration when using chemical protection 

of groundwater from pollution. Methodology. To describe the dynamics of groundwater flows, two filtration equa-

tions are considered, which allow mathematical modeling of the filtration process both for solving planned problems 
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and for solving problems of specialized filtration. A two-dimensional geomigration equation was used to analyze 

changes in groundwater quality. This equation takes into account the convective transfer of impurities in the filtration 

flow, dispersion, and the intensity of impurity infiltration into the groundwater flow. This equation is also used to 

calculate the movement of the neutralizer in groundwater. The numerical integration of the filtration equation was 

performed using finite difference methods. An implicit splitting scheme was used to numerically integrate the geomi-

gration equation. Findings. A fast-applicable numerical model for calculating groundwater dynamics has been built. 

The model is also a platform for solving another important task – the calculation of geomigration processes. A nu-

merical model for calculating the unsteady-state geomigration process is proposed, which makes it possible to assess 

not only the process of formation of contamination zones in the groundwater flow, but also to determine the effective-

ness of the method of neutralizing the impurities in the groundwater flow. Originality. Effective numerical models 

for rapid assessment of changes in groundwater dynamics and quality under the influence of anthropogenic sources 

have been developed. These models take into account a set of important physical factors that affect the process of 

geomigration and the process of neutralizing the impurity in the groundwater flow. Practical value. A computer 

program has been developed that allows determining the effectiveness of the process of neutralizing an aggressive 

impurity in groundwater by a computational experiment to protect it from anthropogenic pollution. 
Keywords: groundwater dynamics; groundwater; mass transfer; mathematical modeling; anthropogenic pollution 
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