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Математична модель аналізу кисневого режиму в біореакторі 

Мета. Сьогодні аеротенки широко використовують для очищення стічних вод підприємств та комуналь-

них стоків. Оцінювання ефективності очищення води в аеротенках за різних режимів експлуатації є важли-

вою задачею. Для розв’язання такої задачі потрібно мати математичні моделі, що дозволяють оперативно 

отримати дані щодо ефекту очищення в аеротенках. Основною метою роботи є розробка чисельної box-

моделі для визначення ефективності очищення стічних вод в аеротенку. Методика. Для математичного мо-

делювання процесу біологічного очищення стічних вод у біореакторі використовують нульвимірні рівняння 

матеріального балансу, що записані відносно концентрації субстрату, активного мулу та розчиненого кисню 

в стічних водах. Для розрахунку процесу окислення субстрату використано модель Monod. Для інтегрування 

моделювальних рівнянь використовують метод Ейлера. Розглянуто спрощену модель біологічного очищен-

ня води в біореакторі, що дає можливість отримати аналітичне розв’язання задачі. Отриманий аналітичний 

вираз дає можливість швидко визначити зміну концентрації розчиненого кисню в стічних водах залежно від 

зміни концентрації активного мулу в біореакторі. Побудована чисельна модель дає можливість визначати 

динаміку зміни концентрації забруднень, активного мулу та кисню в стічних водах за час перебування їх 

у біореакторі. Результати. Запропоновано інструмент теоретичної оцінки ефективності біологічного очи-

щення стічних вод в аеротенку. Побудовано чисельну модель, що дає можливість визначити концентрацію 

розчиненого кисню, субстрату та активного мулу на виході з аеротенка. Наукова новизна. Розроблено ефе-

ктивну чисельна модель, що дозволяє швидко розраховувати динаміку очищення стічних вод у біореакторі 

та на базі цієї інформації оцінювати ефективність роботи реактора. Практична значимість. Побудована 

математична модель може бути корисна під час реконструкції споруд біологічного очищення стічних вод, 

а також на етапі проєктування біореакторів для врахування їх роботи за різних умов експлуатації. Розробле-

но комп’ютерну програму, що реалізує побудовану чисельну модель. Наведено результати комп’ютерного 

експерименту. 
Ключові слова: біореактор; очищення стічних вод; чисельне моделювання; водокористування 

Вступ 

Проблема очищення стічних вод є вкрай ва-

жливою в галузі водокористування. Для очи-

щення стічних вод потрібні різні споруди, що 

працюють в умовах різного навантаження [2–

13]. За допомогою спеціальних методів теоре-

тичного оцінювання з’ясовують ефективність 

роботи таких споруд для конкретних умов екс-

плуатації. Для оцінювання ефективності очи-

щення стічних вод широко використовують 

емпіричні та аналітичні моделі [2–5], значно 
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рідше – чисельні моделі [1, 8–10]. Слід підкре-

слити, що особливо вашко розраховувати про-

цеси біологічного очищення стічних вод. Таке 

очищення відбувається в спеціальних спорудах 

– біореакторах, що мають різну форму та різне 

«наповнення». Процеси, що відбуваються місце 

в біореакторі, дуже складні, і під час розрахун-

ку біореактора потрібно розраховувати гідро-

динаміку течії [1], масоперенос та процес взає-

модії активного мулу та субстрату. Саме це 

створює значні труднощі в розробці математи-

чних моделей для аналізу ефективності роботи 

цих споруд. Попри це значну увагу приділяють 

саме розробці математичних моделей для ана-

лізу роботи біореакторів. Це пов’язано з тим, 

що проведення фізичного експерименту потре-

бує значного часу – близько кількох тижнів. 

Зрозуміло, що такі витрати часу на отримання 

результатів не задовольняють дослідників. 

На основі системного аналізу літературних 

джерел автори визначили групи математичних 

моделей, які використовують для розрахунку 

біоректорів у системах очищення стічних вод. 

Наведемо цю інформацію відповідно до [1]: 

1) математичні моделі, орієнтовані на оцін-

ку ефективності роботи біореактора в умовах 

не лімітованої кількості кисню в споруді; 

2) математичні моделі, орієнтовані на оцін-

ку ефективності роботи біореактора з ураху-

ванням нерівномірного розподілу кисню в спо-

руді; 

3) математичні моделі, орієнтовані на оцін-

ку тільки кількості кисню в споруді за різних 

умов його подачі. 

На практиці використовують різні класи мо-

делей, а саме [1]: 

1. Емпіричні моделі. Ці моделі створюють 

основу нормативних та інженерних методик 

розрахунку біореакторів. Моделі мають вигляд 

алгебраїчних співвідношень, які використову-

ють для визначення тих або інших параметрів 

очисних споруд. 

Емпіричні моделі дуже зручно використову-

вати для проєктування типових біореакторів, 

що працюють у «класичних» умовах експлуа-

тації. Розрахунок на базі цих моделей не потре-

бує значного часу та використання комп’ютера. 

Дуже важливо те, що в емпіричних моделях, 

використовують параметри, які прямо характе-

ризують умови експлуатації споруди та які лег-

ко визначити: добова витрата стічних вод, па-

раметри стічних вод тощо; кількість таких па-

раметрів – незначна. Але ці моделі мають недо-

ліки [1]:  

1) як усі емпіричні моделі, їх можна викори-

стовуватися лише для тих умов, для яких ви-

значені конкретні константи, що містить мо-

дель; 

2) моделі фактично на враховують гідроди-

наміку всередині біореактора; 

3) моделі не враховують геометричну форму 

біореактора; 

4) моделі не враховують детально біологічні 

аспекти очищення води; 

5) моделі не враховують нерівномірний роз-

поділ субстрату, активного мулу, кисню в реак-

торі. 

2. Нульвимірні моделі. Інша група моделей – 

моделі, в основу яких покладено звичайні ди-

ференційні рівняння, що описують процес біо-

логічного очищення стічних вод. Це нульвимі-

рні моделі на основі балансового співвідно-

шення: притік – вихід – приріст (або деструк-

ція). Таким чином, нульвимірні моделі  

є багатофакторними, що важливо на практиці. 

Необхідно підкреслити, що поряд із неста-

ціонарними балансовими рівняннями також 

використовують стаціонарні рівняння (коли 

похідні за часом дорівнюють нулю). Викорис-

тання стаціонарних рівнянь дозволяє, в бага-

тьох випадках знаходити аналітичний розв’язок 

задачі. 

Важливим аспектом є те, що за допомогою 

моделей цієї групи визначають константи, які 

входять до моделі і які використовують для те-

оретичного опису біологічного очищення в ре-

акторі (моделі Monod, моделі Harremoes, Stover 

– Kincannon та інші). 

Слід зазначити, що наявні нульвимірні мо-

делі для аналізу роботи біореакторів у цілому 

орієнтовані на розв’язання задач, коли параме-

три задачі – постійні. Наприклад, не врахову-

ють зміну з часом витрати стічних вод, а також 

зміну з часом концентрації субстрату, що над-

ходить до реактора. Це є недоліком, тому що 

витрата стічних вод є суттєво нерівномірна, 

тобто вона є змінною з часом на реальних 

об’єктах. Також змінною з часом є концентра-

ція субстрату в стічних водах, що потрапляють 

на очищення. Така зміна концентрації може 

бути пов’язана, наприклад, з аварією на об’єкті. 
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Широке використання моделей цієї групи 

пояснюється тим, що, як відзначено вище, мо-

делювальні рівняння допускають аналітичний 

розв’язок. У деяких випадках можливе застосу-

вання чисельних методів (наприклад, методу 

Рунге–Кутта) для розв’язання звичайних дифе-

ренційних рівнянь. Нульвимірні моделі вико-

ристовують за кордоном у кодах ASM1, ASM2 

та інших. У цих моделях додатково використо-

вують емпіричні «субмоделі», що дозволяють 

визначити необхідні для розрахунку реактора 

параметри (модель Monod, модель швидкості 

деструкції субстрату в біоплівці тощо). Додат-

ковою «субмоделлю» є одновимірне рівняння 

дифузії, що описує, наприклад, потік субстрату 

в біоплівці. Розрахунок на базі моделей цієї 

групи триває декілька секунд, тобто моделі 

можна використовувати для проведення серій-

них розрахунків на практиці. 

Практичність застосування нульвимірних 

моделей пов’язано з тим, що в їх основі лежить 

закон збереження маси для субстрату, активно-

го мулу або кисню, тобто використано універ-

сальне положення механіки суцільного середо-

вища. 

Але слід відзначити такі недоліки моделей 

цієї групи [1]: 

1) не враховано гідродинаміку всередині ре-

актора; 

2) не враховано нерівномірність розподілу 

концентрації активного мулу та субстрату  

в реакторі та вплив такої нерівномірності на 

процес біологічних перетворень. 

3. CFD-моделі для розрахунку споруд біоло-

гічного очищення стічних вод [1]. В основу цих 

моделей покладено послідовне розв’язання 

трьох задач – задачі гідродинаміки, задачі ма-

сопереносу та задачі біологічного «перетво-

рення» субстрату. Для розв’язання гідродина-

мічної задачі використовують, найчастіше рів-

няння Нав’є–Стокса. Для розрахунку концент-

рації активного мулу та субстрату 

використовують багатовимірне рівняння масо-

переносу. Задачу біологічного перетворення 

субстрату розв’язують за допомогою «субмо-

делей» різної ієрархії. Ці моделі також викори-

стовують для розрахунку кисневого режиму в 

біореакторі. Тобто моделі цієї групи теж бага-

тофакторні, крім цього, вони дозволяють вра-

ховувати вплив руху субстрату, кисню, актив-

ного мулу на ефективність біологічного очи-

щення стічних вод. 

Важливою перевагою моделей цієї групи  

є можливість розрахунку нерівномірного роз-

поділу субстрату, активного мулу, кисню в біо-

реакторі, врахування геометричної форми спо-

руди, місць подачі кисню та ін. Як правило, за 

кордоном для CFD-моделювання використову-

ють комерційні пакети програм, наприклад, 

пакет ANSYS . Тобто дослідники не розробля-

ють свої CFD-моделі, а використовують уже 

наявні пакети програм. 

Аналіз літературних джерел [1] показує, що 

частка наукових досліджень на базі CFD-

моделей у цій галузі дуже обмежена. Попри 

наявність суттєвих та важливих переваг CFD-

моделей над моделями інших груп вони мають 

ряд недоліків: 

1) дуже висока вартість комерційних ліцен-

зованих пакетів для CFD-моделювання; 

2) необхідність спеціалізованих знань у га-

лузі обчислювальної гідродинаміки, очищення 

стічних вод; 

3) необхідність ліцензії у користувача для 

використання комерційних пакетів для науко-

вих досліджень або прикладних розрахунків; 

4) значні затрати комп’ютерного часу на ро-

зрахунок одного варіанта задачі (тривалість 

розрахунку – декілька діб); 

5) потрібно використовувати потужні 

комп’ютери для проведення розрахунків, що 

суттєво перешкоджає щоденному практичному 

використанню моделей; 

6) у разі використання комерційних пакетів 

CFD-моделювання роботи біореакторів можли-

ве лише в «рамках», що дозволені розробника-

ми пакета. 

Як свідчить аналіз літературних джерел,  

в Україні є суттєвий дефіцит самостійно побу-

дованих CFD-моделей. 

Слід підкреслити, що сьогодні існує незнач-

на кількість математичних моделей, що дозво-

ляли б розраховувати біореактори із завислим 

або зваженим біоценозом [1]. 

Для практики необхідні моделі, які можна 

забезпечити вхідними даними для проведення 

розрахунків (наприклад, параметри для моде-

лей Monod, Graumode). 

Можна зазначити, що у зв’язку з великою 

кількістю біореакторів,  які  експлуатують  сьо- 
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годні на різних об’єктах, залишається проблема 

створення ефективних математичних моделей 

для аналізу їх роботи. 

Мета 

Робота спрямована на розробку box-моделі, 

що дозволяє в режимі реального часу прогнозу-

вати рівень розчиненого кисню в аеротенку та 

оцінити ефективність очищення стічних вод  

у біореакторі. 

Методика 

Для опису процесу біологічного очищення 

стічних вод в аеротенку використовують такі 

рівняння [1, 12]: 

( ) ( ) ( )in

dX
Q t X t Q t X

dt
       

;dX K X    (1) 

( ) ( ) ( ) ( )in

dDO
Q t DO t Q t DO t

dt
      

0
maxK ( ) ;La

K X
DO DO

Y


    (2) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ;in

dS X
Q t S t Q t S t

dt Y


      (3) 

 max . ,
s DO

S DO

S K k DO
   

 
 (4) 

де t  – час; ( )Q t  – витрата стічних вод;  inX t  

– концентрація активного мулу, що потрапляє 

до аеротенка; inS  – концентрація субстрату, що 

потрапляє до аеротенка; dK  – коефіцієнт, що 

враховує швидкість вимирання біомаси; DO  – 

концентрація кисню в стічних водах; maxDO  – 

максимальне значення концентрації кисню 

 в стічних водах; inDO  – концентрація кисню  

в стічних водах, що потрапляють до реактора; 

0 max, , ,s LaK K K  , DOk , Y  – параметри [12]. 

Рівняння (1) – (3) виражають закон збере-

ження маси для субстрату, розчиненого кисню 

та активного мулу в реакторі. Залежність (4) 

показує зв’язок швидкості приросту біомаси  

в біореакторі залежно від концентрації розчи-

неного кисню та концентрації субстрату. 

 

Для системи рівнянь (1) – (3) потрібно зада-

ти початкові умови за 0t  : 

 0 0;X X S S  ; 0DO DO .  

Моделювальні рівняння (1) – (3) дають мо-

жливість визначити, як із часом змінюється 

концентрація субстрату (домішки) в біореакто-

рі, а також розчиненого кисню та активного 

мулу. 

Система рівнянь (1) – (3) є нелінійною. Для 

аналітичного аналізу процесу біологічного 

очищення стічних вод в аеротенку розглянемо 

спрощену модель. Такі спрощені рівняння мо-

жна отримати із системи рівнянь (1) – (3), якщо 

знехтувати деякими членами. Спрощена модель 

біологічного очищення має вигляд: 

 ;
dX

X
dt

    (5) 

 0 ;
K XdDO

dt Y


   (6) 

 
dS X

dt Y


  . (7) 

Тут беремо, що коефіцієнт   не залежить 

від концентрації розчинного кисню, тобто 

 max

s

S

S K
   


 . 

Далі запишемо рівняння (6) так: 

 0K XdDO dX

dX dt Y


  . (8) 

З урахуванням (5) можемо привести рівнян-

ня (8) до вигляду: 

 0K XdDO
X

dX Y


    

або 

 0KdDO

dX Y
  . (9) 

Рівняння (9) можна записати так:  

 0K
dDO dX

Y
  . (10) 
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Таким чином, згідно з (10) збільшення кон-

центрації активного мулу в біореакторі на ве-

личину dX призводить до пропорційного змен-

шення концентрації розчиненого кисню в стіч-

них водах, а коефіцієнт пропорційності дорів-

нює 0K Y . Параметри 0 ,  K Y  визначають 

експериментальним шляхом. Але якщо взяти 

0 0,5; 0,55K Y  , то коефіцієнт пропорційно-

сті дорівнюватиме 0 0,91K Y  . 

Безумовно, залежність (10) можна викорис-

тати лише для приблизної оцінки зменшення 

розчиненого кисню в стічних водах, що прохо-

дять очищення в біореакторі. 

Чисельне інтегрування рівнянь (5) – (7) 

здійснюють за методом Ейлера. Розрахункові 

залежності мають вигляд: 

 1 ;n n n nX X dt X      (11) 

 1 1 ;
n

n n noK
DO DO dt X

Y

 
    (12) 

 1 1 .
n

n n noK
S S dt X

Y

 
    (13) 

Здійснено програмну реалізацію різницевих 

рівнянь (11) – (13). Створено комп’ютерну про-

граму AER–T, мова програмування – 

FORTRAN. 

Результати 

Нижче наведено результати розв’язання мо-

делювальної задачі: на базі рівнянь (5) – (7) 

здійснюємо чисельний розрахунок зміни кон-

центрацій субстрату, активного мулу та розчи-

неного кисню в біореакторі. При цьому вико-

ристовуємо метод Ейлера (і апроксимуємо за-

лежності (11) – (13)). Паралельно здійснюємо 

розрахунок зміни кількості розчиненого кисню 

в біореакторі на базі спрощеної (аналітичної) 

моделі (10). Тобто порівнюємо визначення 

концентрації розчиненого кисню на базі чисе-

льної моделі та аналітичного виразу. Розраху-

нок здійснюємо за початкової умови (якщо 

  0t  ): 0   200S   мг/л, 0   3X   мг/л, 

0 3DO   мг/л. 

Нижче на рис. 1–3 показана зміна прогнозо-

ваних параметрів в біореакторі для різних мо-

ментів часу (час безрозмірний). 

 

Рис. 1. Зміна концентрації субстрату  

в біореакторі з часом 

Fig. 1. Changes in substrate concentration  

in a bioreactor over time 

 

Рис. 2. Зміна концентрації активного мулу  

в біореакторі з часом 

Fig. 2. Changes in the concentration  

of activated sludge in a bioreactor over time 

 

Рис. 3. Зміна концентрації розчиненого кисню  

в біореакторі з часом:  
1 – розрахунок на базі аналітичної моделі;  

2 – розрахунок на базі чисельної моделі 

Fig. 3. Changes in the concentration of dissolved  

oxygen in a bioreactor over time: 
1 – calculation based on the analytical model;  

2 – calculation based on a numerical model 

Як бачимо з наведених рисунків, за вибра-

них вхідних параметрів у біореакторі має місце 

зменшення кількості субстрату та зростання 
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концентрації активного мулу. Також можна 

побачити, що в рамках розглянутої спрощеної 

моделі наявна задовільна збіжність розрахунку 

розчиненого кисню в біореакторі на базі чисе-

льної та аналітичної моделей. Але зі збільшен-

ням часу зростає різниця між аналітичною мо-

деллю та чисельним розв’язком. 

Відзначимо, що час розрахунку дорівнював 

1 с. 

Наукова новизна та практична  

значимість 

У статті розглянуто експрес-метод розраху-

нку кисневого режиму в аеротенку. Метод до-

зволяє швидко визначити концентрацію розчи-

неного кисню в біоспоруді. Це дає можливість 

здійснити спрощене оцінювання процесу біохі-

мічного окислення в очисній споруді. 

Запропонований метод можна використову-

вати під час проєктування або реконструкції 

споруд біологічного очищення води для оціню-

вання кисневого режиму та його зміну з часом. 

Висновки 

1. У статті запропонована чисельна модель 

для аналізу ефективності очищення води в біо-

реакторі. Результати комп’ютерного експери-

менту показують, що розроблена математична 

модель дає можливість в онлайн-режимі розра-

ховувати основні параметри, що характеризу-

ють ефективність роботи біореактора. 

2. У подальшому цей науковий напрям слід 

розвивати для розробки тривимірної чисельної 

моделі для аналізу ефективності роботи біореа-

ктора. 
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Mathematical Model of Oxygen Regime Analysis in a Bioreactor 

Purpose. Today, aeration tanks are widely used to treat industrial and municipal wastewater. Assessing the effi-

ciency of water treatment in aeration tanks under different operating conditions is an important task. To solve this 

problem, it is necessary to have mathematical models that allow to quickly obtain data on the effect of treatment in 

aeration tanks. The main objective of this work is to develop a numerical box model to determine the efficiency of 

wastewater treatment in an aeration tank. Methodology. For mathematical modeling of the biological wastewater 

treatment process in a bioreactor, zero-dimensional material balance equations are used, which are written in rela-

tion to the concentration of substrate, activated sludge, and dissolved oxygen in wastewater. The Monod model is 

used to calculate the substrate oxidation process. The Euler method is used to integrate the modeling equations. 

A simplified model of biological water treatment in a bioreactor is considered, which makes it possible to obtain an 

analytical solution to the problem. The obtained analytical expression makes it possible to quickly determine the 

change in the concentration of dissolved oxygen in wastewater depending on the change in the concentration of ac-

tivated sludge in the bioreactor. The constructed numerical model makes it possible to determine the dynamics of 

changes in the concentration of contaminants, activated sludge and oxygen in wastewater during their stay in the 

bioreactor. Findings. A tool for theoretical evaluation of the efficiency of biological wastewater treatment in an aer-

ation tank is proposed. A numerical model has been built that allows determining the concentration of dissolved 

oxygen, substrate and activated sludge at the outlet of the aeration tank. Originality. An effective numerical model 

has been developed that allows to quickly calculate the dynamics of wastewater treatment in a bioreactor and, based 

on this information, to evaluate the efficiency of the reactor. Practical value. The constructed mathematical model 

can be useful in the reconstruction of biological wastewater treatment facilities, as well as at the design stage of bio-

reactors to take into account their operation under different operating conditions. A computer program has been de-

veloped that implements the constructed numerical model. The results of a computer experiment are presented. 
Key words: bioreactor; wastewater treatment; numerical modeling; water use 
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