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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ФОРМИРОВАНИЯ 
ОПТИМАЛЬНОГО ПОРТФЕЛЯ ПРОЕКТОВ С УЧЕТОМ 
СЛУЧАЙНЫХ ФАКТОРОВ 

Цель. Для определения путей перспективного развития железнодорожного транспорта необходимо решать 
задачу формирования портфеля инвестиционных проектов. При этом приходится сталкиваться с неопределенно-
стью в исходных данных (цены на услуги, материалы, энергоносители). Чтобы учесть указанную неопределен-
ность предлагается использовать разработанную модель стохастического программирования. Методика. Для 
учета неопределенных данных вводятся вероятностные ограничения на величины ресурсов, используемых  
в портфеле проектов. В качестве функции цели предлагается максимизировать порог, который с заданной веро-
ятностью может превысить чистый доход за интервал планирования. Результаты. Получена модель стохастиче-
ского программирования с построчными вероятностными ограничениями. Коэффициентами этой модели были 
нормально распределены случайные величины. Выведены соотношения, позволяющие рассчитать математиче-
ские ожидания и ковариационные матрицы этих коэффициентов. Научная новизна. Известные методы форми-
рования оптимального портфеля проектов исходят из того, что все исходные данные известны точно. Исходя из 
этого соображения, авторы работ по созданию оптимального портфеля проектов приходят к схеме детерминиро-
ванного математического программирования. В настоящей статье предлагается учесть неопределенность в ис-
ходных данных, что повысит надежность оценки эффективности портфеля проектов путем использования схемы 
стохастического математического программирования. Практическая значимость. Разработанная модель может 
быть использована для решения задач планирования развития железнодорожного транспорта. 

Ключевые слова: портфель проектов; чистый доход; инвестиции; стохастическая оптимизация; случай-
ные коэффициенты; вероятность 

Введение 

Для определения путей перспективного раз-
вития железнодорожного транспорта приходит-
ся решать задачу формирования портфеля инве-
стиционных проектов, направленных на модер-
низацию транспортной системы [6, 7, 8]. Этот 
портфель должен быть таким, чтобы в случае 
его реализации он обеспечивал наилучшие пока-
затели работы железнодорожного транспорта. 
Следовательно, портфель проектов должен быть 
оптимальным по какому-либо критерию (при-

быль, доход и т.п.) [9]. Задача формирования 
оптимального портфеля проектов таким образом 
является актуальной для железнодорожной от-
расли как и других отраслей национальной эко-
номики. Имеется ряд работ, в которых рассмот-
рены различные подходы к решению задачи 
формированию оптимального портфеля проек-
тов [1, 4, 5, 13]. Указанная задача сводится к мо-
делям математического программирования ли-
нейного и нелинейного. Однако в этих моделях 
предполагается, что все ее параметры известны 
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точно, в частности цены на продукты проекта  
и сырье на их производство. 

Часто для оценки эффективности такого 
портфеля необходимо рассматривать процесс 
реализации проектов, входящих в его состав на 
достаточно длинном интервале времени. Разу-
меется, ряд показателей, которые используются 
при расчете эффективности портфеля, при этом 
не будут точно известны. Неопределенность  
в определении этих показателей возникает из-
за того, что точно не известны цены на услуги, 
материалы и энергоносители, используемые  
в железнодорожном транспорте. Кроме того, 
может возникнуть необходимость привлечения 
кредитов для реализации портфеля проектов. 
Будущие процентные ставки по кредитам также 
являются неопределенными величинами. Для 
реализации портфеля проектов могут привле-
каться средства железнодорожного транспорта. 
Ее будущая прибыль – также неопределенная 
величина. Таким образом, мы приходим к не-
обходимости решения задачи формирования 
оптимального портфеля проектов, которая 
формализуется в виде модели математического 
программирования с неопределенными коэф-
фициентами, представляющие собой случайные 
величины. Такой подход обосновывается тем, 
что будущие цены на услуги, материалы  
и энергоносители, а также кредитные средства 
и средства от нераспределенной прибыли опре-
деляются в результате прогноза, который пред-
ставляет собой случайную величину, см. на-
пример [11]. Задача математического програм-
мирования, коэффициенты которой – случай-
ные величины, называется задачей стохасти-
ческого математического программирования. 

Цель 

Целью работы – разработка модели форми-
рования оптимального портфеля проектов с уче-
том неопределенности в виде модели стохасти-
ческого программирования. 

Методика 

Пусть имеется J  проектов, из которых необ-
ходимо отобрать такие, которые обеспечат мак-
симум чистого дохода за T  периодов времени. 
Известно: ( )ju t  – затраты на j -й проект 

( 1,j J= ) в t -м периоде времени ( 1,t T= );  

( )jd t  – доход от j - го инвестиционного проекта 
в t -м периода времени. Финансирование порт-
феля проектов предполагается осуществлять за 
счет кредитов ( )k t  и доли δ  собственной при-
были организации в t -м периоде времени ( )Q t . 

Прибыль от портфеля проектов в периоде 
времени τ  ( 1, ,Tτ = … ): 

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

J J

j j j j
j j

d x k Q u x
= =

τ + τ + δ τ − τ −∑ ∑   

 ( ) ( 1) ( 1)s l k− τ − τ − τ − , (1) 

где булева переменная 1jx = , если j -й проект 
включается в портфель проектов, 0jx =  в про-
тивном случае; ( )l t  – процентная ставка за кре-
дит ( (0) 0l = ); ( )s τ  – долг, выплачиваемый  
в периоде времени τ . 

Будем исходить из того, что кредиты берут-
ся в начале t -го года и возвращаются в сле-
дующем 1t + -м году. В последнем году перио-
да планирования T  они не берутся. Проценты 
по кредитам, взятым в t -м году, выплачивают-
ся в 1t + -м году ( 1, , 1t T= −… ). Выплата кре-
дитов описывается следующими выражениями: 

 (1) 0s = ; ( ) ( 1)s t k t= − ; 2,3, ,t T= … . (2) 

Суммарный чистый доход за t  периодов 
времени 1, , 1t T= −… , получим из (1) с учетом 
(2), просуммировав выражения (1) по 

1, ,Tτ = … . Имеем 

1 1
( ) ( ) ( )

t J

j j
j

B t d x k t
τ= =

= τ + +∑ ∑   

 
1 1 1

( ) ( )
t t J

j j
j

Q u x
τ= τ= =

+ δ τ − τ −∑ ∑ ∑   

 
1

1
( ) ( ), 1, , 1

t
l k t T

−

τ=

− τ τ = −∑ … , (3) 

1 1
( ) ( )

T J

j j
j

B T d x
τ= =

= τ −∑ ∑   

 
1

1 1 1
( ) ( ) ( ),

t J t

j j
j

u x l k t T
−

τ= = τ=

− τ − τ τ =∑ ∑ ∑ . (4) 

Выражение в формуле (4) учитывает, что  
в T -м периоде времени кредитование отсутст-
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вует, а чистый доход определяется за вычетом 
самофинансирования в предыдущие периоды 
времени. 

Пусть в портфеле проектов предусмотрено 
предоставление n видов услуг, для реализации 
которых необходимо m видов материалов  
и энергоносителей, причем n m N+ = . Обозна-
чим ( )kc t , 1, ,k n= …  – цена k-го вида услуги  
в t -м периоде времени (случайная величина) 
[3]; ( )jkV t , 1, ,k n= …  – планируемая реализа-
ция услуги k-го вида по j -му проекту в t -м 
году, ( ) 0jkV t ≥ ; ( )kc t , 1, ,k n N= + …  – цены k-
го вида материалов в t -м периоде времени; 

( )jkV t , 1, ,k n N= + …  – необходимое количест-
во материалов k-го вида в t -м периоде времени 
по j -му проекту, ( ) 0jkV t ≥ ; µ  – доля дохода, 
уплачиваемая в качестве налога на добавлен-
ную стоимость. 

Величины ( )kc t , 1, ,k N= …  представляют 
собой прогноз соответствующей цены на t -й 
период времени. Эта величина случайная, ее 
первые два момента могут быть определены 
методами однофакторного или многофакторно-
го прогноза. В первом случае предполагается, 
что цена зависит только от времени, а во вто-
ром – прогноз рассчитывается по регрессион-
ной модели, связывающей цену с факторами, 
влияющими на нее. С методами обоих видов 
прогнозирования можно ознакомиться в доста-
точно обширной литературе, см. например [2]. 
Собственная прибыль организации ( )Q t также 
определяется прогнозным путем и потому яв-
ляется случайной величиной. 

Объемы ( )jkV t , 1, ,k N= …  определяются 
разработчиками проектов и поэтому рассмат-
риваются далее как детерминированные вели-
чины. 

Имеем: 

 
1

( ) ( )(1 ) ( )
n

j k jk
k

d t c t V t
=

= −µ∑ ,  

 1, ,j J= … , 1, ,t T= … , (5) 

 
1

( ) ( ) ( )
N

j k jk
k n

u t c t V t
= +

= ∑ ,  

 1, ,j J= … , 1, ,t T= … . (6) 

Так как ( )kc t , 1, ,k N= …  – случайные ве-
личины, то ( )jd t  и ( )ju t , 1, ,j J= … , 1, ,t T= … , 
согласно (4), (5) тоже случайные величины. От-
сюда следует, что оба выражения в формуле (3) 
– чистые доходы за интервал планирования – 
случайные величины. 

В связи с неопределенностью величин про-
центных ставок по кредитам будем рассматри-
вать их также как случайные величины. Таким 
образом, величины ( )B t , 0,1, ,t T= …  в (3), (4) 
зависят от случайных величин ( )jd t , ( )ju t , 

1, ,j J= … , 1, ,t T= … ; ( )l t , ( )Q t , 1, , 1t T= −…   
и поэтому также являются случайными вели-
чинами. 

Естественно потребовать, чтобы во все пе-
риоды времени в интервале планирования, кро-
ме последнего, портфель проектов был неубы-
точным, т.е. суммарный чистый доход в t -м пе-
риоде и предшествующие ему периоды времени 
был неотрицательным ( 1, ,t T= … ). В силу его 
случайности это требование может быть реали-
зовано только в вероятностном смысле, а имен-
но: суммарный чистый доход в t -м периоде 
времени должен быть неотрицательным с высо-
кой вероятностью. Тогда из (3) получаем веро-
ятностные ограничения на чистые доходы 

 

1 1

1

1
1

1

[ ( )

( )]

( ) ( ), 1, , 1

( )

( ) ( ) 0

t J

j
j

j j

t

t

t

d

u x

P k t t T

Q

l k

τ= =

τ=

τ=

−

τ=

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪τ −
⎪ ⎪
⎪ ⎪− τ⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪+ τ + ≥ β = −⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪+δ τ −
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪− τ τ ≥
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑

∑

∑

∑

… , (7) 

где { }P A  – вероятность появления события A , 
вероятность ( ) 0,9tβ ≥ , 1, , 1t T= −… . 

Событие A  состоит в том, что суммарный 
чистый доход за t  периодов времени неотрица-
тельный. Согласно (7) с вероятностью не 
меньшей ( )tβ , т.е. с высокой вероятностью, 
должно произойти это событие. 

Функцию цели запишем, используя форму-
лу (4), в виде двух выражений: 
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 maxS → , (8) 

 1 1

1

1

[ ( ) ( )]
( )

( ) ( )

T J

j j j
j

T

d u x
P T

l k S

τ= =

−

τ=

⎧ ⎫
τ − τ −⎪ ⎪

⎪ ⎪ = β⎨ ⎬
⎪ ⎪− τ τ ≥⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑

∑
. (9) 

Смысл формул (8), (9): порог S , который 
может превысить с вероятностью ( )Tβ  чистый 
доход в конечном периоде времени Т, должен 
быть максимальным. Причем, выбирается 

( ) 0,9Tβ ≥ . 
Предприятие, реализовывающее портфель 

проектов, к моменту начала его реализации 
может не иметь свободных денежных средств, 
например, для приобретения оборудования. 
Тогда, потребуется ввести ограничение: 

 
1

(0) (1) (1)
J

j j
j

B g x k Q
=

= ≤ + δ∑ , (10) 

где jg  – стоимость оборудования, предусмот-
ренного j -м проектом. 

В связи с тем, что (1)Q  – случайная величи-
на, предыдущее неравенство может выполнять-
ся только в вероятностном смысле, что форма-
лизуется вероятностным ограничением 

 
1

(1) (1) (0)
J

j j
j

P g x k Q
=

⎧ ⎫⎪ ⎪≤ + δ ≥ β⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ , (11) 

где (0) 0,9β ≥ . 
Рассмотрим смысл формулы (11). Оборудо-

вание должно быть куплено в начале первого 
периода времени. Однако в это время нет дохо-
да от портфеля проектов, поэтому необходимо 
приобретать оборудование за счет кредитов или 
самофинансирования. Доход предприятия от 
собственной деятельности в первом периоде 
времени (1)Q  будет известен в его конце, по-
этому в начале этого периода величина (1)Q  
является неопределенной, т.е. случайной. 

На непрерывные искомые переменные на-
кладываются очевидные ограничения: 

 ( ) 0k t ≥ , 1, , 1t T= −… , 0 1< δ ≤ . (12) 

Сформулированная задача оптимизации  
(7)–(11) является задачей стохастического про-
граммирования с вероятностными построчны-

ми ограничениями. Искомыми переменными  
в ней являются булевы переменные jx , 

1, ,j J= …  и непрерывные переменные ( )k t , 
1, , 1t T= −…  и δ . 

Результаты 

Для решения задачи стохастического про-
граммирования (7)–(12) необходимо перейти  
к некоторой детерминированной задаче опти-
мизации, которая называется детерминирован-
ным эквивалентом задачи (7)–(12). 

Обозначим: 

1

, 1

( )

( )
( )

( )

( )

j

jn
j

j n

N

a t

a t
t

a t

a t

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

a

#

#

, 

1

1

( )

( )
( )

( )

( )

n

n

N

c t

c t
t

c t

c t

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

c

#

#

,  

 

(1)
(2)

( )

( )

j

j
j

j

t

t

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

a
a

A

a
#

, 

(1)
(2)

( )

( )

Ntt

t

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ∈ℜ
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

c
c

C

c
#

,  

1, ,t T= … , (13) 

где ( ) (1 ) ( )jk jka t V t= −µ , 1, ,k n= … ; 
( ) ( )jk jka t V t= − , 1, ,k n N= + … . 
Преобразуем выражения (3), (4): 

1 1 1
( ) [ ( ) ( )] ( )

t J t

j j j
j

B t d u x k
τ= = τ=

= τ − τ + τ +∑ ∑ ∑   

1

1 1
( ) ( ) ( ), 1, ,

t t
Q l k t T

−

τ= τ=

+δ τ − τ τ =∑ ∑ … . (14) 

С учетом обозначений (13) имеем выраже-
ние для первого слагаемого в (14): 

1 1 1
[ ( ) ( )] ( )

T J J

j j j j j
j j

d u x b t x
τ= = =

τ − τ =∑ ∑ ∑ ,  

1, ,t T= … , (15) 

где: 

 ( ) ( ) ( )j jb t t t′= A C , 1, ,t T= … . (16) 
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Введем векторы коэффициентов 1( ) j tt R + +∈W  
и искомых переменных 1( ) j tt R + +∈X , фигури-
рующих в (14): 

1

2
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g
g
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⎢ ⎥
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e
e
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1
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, (17) 
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2 1
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⎢ ⎥−⎣ ⎦

X
#

, 1
3 = δ∈ℜX , (18) 

где 1X  – вектор булевых переменных, компо-
нентами 2X  являются величины кредитов, 3X  
– прибыль предприятия. 

В выражениях (17) 

1(1) 1e = ; 
1, ,

( )
( ), 1, , 1,t

t
e

l t
τ =⎧

τ = ⎨− τ τ = −⎩ …
  

2, , 1t T= −… ; (19) 

 ( ) ( ), 1, , 1Te l Tτ = − τ τ = −… , (20) 

sO  – s -мерный нулевой вектор. 
Тогда формулы (7)–(11) примут вид: 

 maxS → , (21) 

 { }( ) ( )P T S T′ ≥ = βW X , (22) 

 { }( ) 0 ( )P t t′ ≥ ≥ βW X , 1, , 1t T= −… , (23) 

 { }(0) 0 (0)P ′ ≥ ≥ βW X . (24) 

Будем считать, что распределение случай-
ных величин ( )jd t , ( )ju t , 1, ,j J= … , 

1, ,t T= … ; ( )l t , ( )Q t , 1, , 1t T= −…  нормальное. 
Можно показать, что поэтому из формул (16), 
(17), (19), (20) следует, что распределение век-
торов ( )tW , 0, ,t T= …  – нормальное, 

( ) ~ ( ( ), ( ))t N t K tWW W , где ( )tW  – математи-

115



ISSN 2307–3489 (Print), ІSSN 2307–6666 (Online) 

Наука та прогрес транспорту. Вісник Дніпропетровського  
національного університету залізничного транспорту, 2014, № 2 (50) 

 

МОДЕЛЮВАННЯ ЗАДАЧ ТРАНСПОРТУ ТА ЕКОНОМІКИ 

© И. А. Корхина, 2014 

ческое ожидание вектора ( )tW , ( )K tW  – его 
ковариационная матрица. Из этого факта сле-
дует, что скалярные величины ( ) ( )B t t′= W X  
распределены нормально, 0,1, ,t T= … . Тогда, 
используя результаты [10], получим детерми-
нированный эквивалент задачи (7)–(12): 

(1 ( )) ( ) ( ) max,

(1 ( )) ( ) ( ) 0, 0,1, , 1,

u T T T

u t t t t T

⎫′ ′−β + → ⎪
⎬

′ ′−β + ≥ = − ⎪⎭

W

W

X K X W X

X K X W X …
(25) 

где ( )u ν  – квантиль стандартного нормального 
распределения, ν  – вероятность (значение 
функции распределения стандартной нормаль-
ной случайной величины). 

На векторы 1X , 2X  и скаляр 3X  – компо-
ненты X  наложены ограничения: 

компоненты 1X  – булевы переменные; 
компоненты 2X  – неотрицательные непре-

рывные переменные; (26) 
скаляр 3X  – неотрицательная непрерывная 

величина. 
Задача (25), (26) представляет собой задачу 

нелинейной оптимизации со смешанными пе-
ременными и может быть решена с помощью 
функции «Поиск решения» табличного процес-
сора MS Excel, методы решения подобных за-
дач рассматривается в [12]. 

Научная новизна и практическая  
значимость 

Известные методы формирования оптималь-
ного портфеля проектов исходят из того, что все 
исходные данные известны точно. Исходя из 
этого соображения авторы работ по созданию 
оптимального портфеля проектов приходят  
к схеме детерминированного математического 
программирования. В статье предлагается 
учесть неопределенность в исходных данных, 
что повысит надежность оценки эффективности 
портфеля проектов путем использования схемы 
стохастического математического программиро-
вания. 

Выводы 

В статье предложена модель стохастическо-
го математического программирования для ре-
шения задачи создания оптимального портфеля 
проектов в условиях неопределенности в ис-

ходных данных. Она может быть использована 
для решения задач планирования развития же-
лезнодорожного транспорта. 
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ФОРМУВАННЯ ОПТИМАЛЬНОГО 
ПОРТФЕЛЯ ПРОЕКТІВ ІЗ УРАХУВАННЯМ ВИПАДКОВИХ 
ФАКТОРІВ  

Мета. Для визначення шляхів перспективного розвитку залізничного транспорту необхідно вирішувати 
завдання формування портфеля інвестиційних проектів. При цьому доводиться стикатися із невизначеністю  
у вихідних даних (ціни на послуги, матеріали, енергоносії). Щоб врахувати зазначену невизначеність 
пропонується використовувати розроблену модель стохастичного програмування. Методика. Для обліку неви-
значених даних вводяться ймовірнісні обмеження на величини ресурсів, що використовуються в портфелі 
проектів. Функції мети пропонується максимізувати поріг, який із заданою ймовірністю може перевищити 
чистий дохід за інтервал планування. Результати. Отримано модель стохастичного програмування з поряд-
ковими ймовірнісними обмеженнями. Коефіцієнтами цієї моделі були нормально розподілені випадкові 
величини. Виведені співвідношення дозволяють розрахувати математичні очікування та коваріаційні матриці цих 
коефіцієнтів. Наукова новизна. Відомі методи формування оптимального портфеля проектів виходять із того, 
що всі вихідні дані відомі точно. Виходячи з цього міркування, автори робіт зі створення оптимального портфеля 
проектів приходять до схеми детермінованого математичного програмування. У цій статті пропонується 
врахувати невизначеність у вихідних даних, що підвищить надійність оцінки ефективності портфеля проектів 
шляхом використання схеми стохастичного математичного програмування. Практична значимість. Розроблена 
модель може бути використана для вирішення завдань планування розвитку залізничного транспорту. 

Ключові слова: портфель проектів; чистий дохід; інвестиції; стохастична оптимізація; випадкові коефіці-
єнти; ймовірність 
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1*Dep. «Management of Рrojects», National Metallurgical Academy of Ukraine, Gagarin Аv., 4, Dnipropetrovsk, Ukraine, 
49600, tel. +38 (063) 421 54 71, e-mail kor_inna@mail.ru 

MATHEMATICAL MODEL OF OPTIMAL PROJECT PORTFOLIO 
FORMING BASED ON RANDOM FACTORS 

Purpose. To identify the ways of perspective development for railway transport one should solve the problem of 
forming the investment project portfolio. Thus, it is necessary to deal with uncertainty in the input data (prices of ser-
vices, materials, energy products). To take into account this uncertainty it is proposed to use the developed model of 
stochastic programming. Methodology. For accounting of uncertain data the probabilistic limits on the quantities of 
resources, which are used in the project portfolio are imposed. As the objective function it is proposed to maximize the 
threshold, which with a given probability may exceed the planning interval of the net income. Findings. Stochastic 
programming model with line-by-line probabilistic constraints was obtained. Coefficients of this model are normally 
distributed random variables. Ratios, which allow calculating mathematical expectations and covariance matrices of 
these coefficients, were concluded. Originality. Known methods of forming the optimal project portfolio are based on 
the fact that all inputs are known exactly. On the basis of this consideration, the authors of works on the creating an 
optimal project portfolio have come to a scheme of deterministic mathematical programming. In this article we propose 
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to take into account the uncertainty in the input data, which will increase the reliability of the portfolio effectiveness 
estimation through the use of stochastic mathematical programming scheme. Practical value. The developed model 
can be used in order to solve the planning problems of railway transport development. 

Keywords: project portfolio; net income; investments; stochastic optimization; random factors; probability 
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