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Моделювання біологічного очищення стічних вод в аеротенку з рухомим 

біоценозом 

Мета. Основною метою статті є розробка чисельної моделі для аналізу процесу біологічного очищення 

стічних вод в реакторі з рухомим біоценозом. Методика. Для математичного моделювання процесу біологі-

чного очищення стічних вод в реакторі з рухомим біоценозом використано гідродинамічну модель нев’язкої 

безвихрової течії. Крайові умови для моделювального рівняння розраховано на поверхнях біореактора, тве-

рдих стінках, верхній поверхні; на вхідній границі; на границі витоку зі споруди. Для розрахунку процесу 

руху активного мулу та субстрату в біореакторі використано модель масопереносу, що враховує конвектив-

но-дифузійний рух. Процес біологічного очищення води в тій частині біореактора, де немає рухомих носіїв 

біоценозу, розраховано на базі моделі Monod. А процес біологічного очищення води в частині біореактора 

з рухомими носіями розраховано на базі емпіричної моделі в три етапи. На першому етапі визначено субст-

рат за допомогою моделі Harremoes. На другому етапі розраховано швидкість «споживання» субстрату 

в біоплівці. На третьому етапі визначено зміну концентрації субстрату в зоні, де розташовані носії біоценозу, 

за рахунок конвективного руху, дифузії субстрату в потоці та його деструкції в біоплівці на носіях. Хаотичний 

рух носіїв біоценозу в реакторі змодельовано на базі параболічного рівняння дифузії. Для чисельного інтегру-

вання моделювальних рівнянь використано кінцево-різницеві схеми. Результати. Здійснено програмну реалі-

зацію побудованої чисельної моделі. Проведено обчислювальний експеримент із визначення ефективності біо-

логічного очищення стічних вод у різних частинах біореактора. Наукова новизна. Створено ефективну бага-

тофакторну чисельну модель, що дозволяє оперативно аналізувати ефективність біологічного очищення стіч-

них вод в аеротенку з рухомими носіями біоценозу. Практична значимість. Створена двовимірна чисельна 

модель може бути використана для проведення серійних розрахунків на етапі проєктування систем біологічно-

го очищення стічних вод та аналізу ефективності роботи біореакторів за різних умов експлуатації. 
Ключові слова: очищення води; біологічне очищення води; математичне моделювання; біореактор; мо-

дель Monod; рухомі носії біоценозу 

Вступ 

Для визначення ефективності біологічного 

очищення води на стадії проєктування аеротен-

ків потрібно використовувати спеціальні мате-

матичні моделі [1, 2, 6, 7]. У наш час для вирі-

шення цієї задачі найчастіше використовують 

балансові, емпіричні та аналітичні моделі [3–6]. 

Але в деяких випадках, ці моделі не можуть 

дати надійного результату, бо вони не врахо-

вують у першу чергу геометричну форму реак-
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тора та процес гідродинаміки, а також ряд ін-

ших параметрів. У зв’язку з цим актуальною 

проблемою є розробка математичних моделей, 

що дозволяють теоретично досліджувати про-

цес біологічного очищення стічних вод в аеро-

тенках з урахуванням найбільш важливих фак-

торів [8–16, 19]. 

Мета 

Основною метою нашої роботи є розробка 

CFD-моделі процесу біологічного очищення 

стічних вод в аеротенках із рухомим біоцено-

зом. 

Методика 

Розглянемо підхід для моделювання руху 

носіїв біоценозу в реакторі (рис. 1). 

Рис. 1. Схема розрахункової області:  

1 – область, де розташований рухомий біоценоз 

Fig. 1. Scheme of the calculation area: 

1 – area where the mobile biocenosis is located 

По-перше, відзначимо, що процес руху носі-

їв у реакторіе є суттєво хаотичний та досить 

складний із механічної точки зору: має місце 

взаємодія носіїв один з одним, вплив потоку 

води на носії, вплив бульбашок повітря на рух 

носіїв. Урахувати всі види взаємодії неможливо 

в математичній моделі, тому під час побудови 

потрібно робити припущення, і досить суттєві. 

Із точки зору теорії масопереносу кожен ру-

хомий носій біоплівки можна розглядати як 

«тверду» домішку, що знаходиться в перемішу-

ванні, у реакторі. Припустимо, що рух носіїв не 

впливає на гідродинаміку потоку стічних вод 

у реакторі. Оскільки рух носіїв біоплівки є хао-

тичним, то для опису цього руху в реакторі бу-

демо використовувати такий підхід хаотичний 

рух субстанції моделює друга похідна від кон-

центрації цієї субстанції. Тоді процес хаотич-

ного руху носіїв біоплівки будемо моделювати 

таким рівнянням: 

2 2

2 2

a a a
c c

C C C

t x y

  
  

  
, (1) 

де c  – коефіцієнт дифузії, Сa – концентрація 

рухомих носіїв, t – час. 

Розглянемо граничні умови для моделюва-

льного рівняння: 

– на твердих поверхнях реактора 0aC

n





, 

де n  – одиничний вектор зовнішньої нормалі 

до твердої стінки; 

– на нижній сітці, де потік надходить у зону

з носіями, 0aC  ; 

– на границі витоку скрізь сітку a mC C , де

mC  – максимально можлива концентрація ру-

хомих носіїв в об’ємі води. 

Початкова умова: за t = 0 00aC C , де 00C  – 

відома концентрація рухомих носіїв у реакторі. 

Таким чином, модель (1) є дифузійною мо-

деллю руху носіїв біоценозу в реакторі. Під час 

моделювання процесу руху носіїв біоценозу на 

базі рівняння (1) припустимо, що носії не за-

лишають зону розташування. На практиці це 

досягається тим, що на границях зони розташо-

вуються сітки, які не дають можливості носіям 

вийти із зони. 

Зміну концентрації рухомих носіїв у різних 

точках реактора визначаємо шляхом розв’язання 

рівняння дифузії (1). Оскільки, концентрація 

носіїв у різних точках реактора змінюється з ча-

сом t, то буде змінюватися ефективність очи-

щення води в різних частинах реактора.  

Модель гідродинаміки. Для розрахунку нері-

вномірного поля швидкості потоку стічних вод 

у біореакторі використовуємо таке рівняння 

гідродинаміки: 

2 2

2 2
0

P P

x y

 
 

 
; (2) 

;
P P

u v
x y

 
 
 

, (3) 
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де P  – потенціал швидкості; ,u v  – компоненти 

вектора швидкості потоку стічних вод у біореа-

кторі. 

Крайові умови для моделювального рівнян-

ня такі: 

– на поверхнях біореактора, твердих стін-

ках, верхній поверхні 0, 0, 0
P S X

n n n

  
  

  
, 

де n  – одиничний вектор зовнішньої нормалі 

до поверхні; 

– на вхідній границі: , ,in

P
V S S

nn


 



inX X , де V
n

– швидкість течії; ,in inS X  – 

відома концентрація;
,

– на границі витоку зі споруди: 

0P P const  , 0, 0
S X

n n

 
 

 
. 

Модель біологічного очищення стічних вод 

у реакторі. Запропоновані моделювальні рів-

няння можна поділити на такі групи: 

1. Рівняння для розрахунку біологічного

очищення стічних вод у тій частині споруди де 

немає рухомого біоценозу. У цій області вико-

ристовуємо такі моделювальні рівняння [7, 19]: 

S uS vS

t x y

  
  

  
 

х у

S S

x x y y

      
      
      

; (4) 

X uX vX

t x y

  
  

  
 

х у

X X

x x y y

      
      
      

; (5) 

d

dX
X K X

dt
   ; (6) 

dS
X

dt Y


  ; (7) 

max

s

S

S K
   


, 

де dK  – коефіцієнт вимирання активного мулу; 

t  – час; ( , , )X x y t  – концентрація активного 

мулу; ( , , )S x y t  – концентрація субстрату; 

, , ( )x y z t  – параметр в осях x, у, z із плином ча-

су; max – параметр у моделі Monod; Y  – емпі-

ричний параметр; sK  – параметр; u( , )x y , 

v( , )x y  – компоненти швидкості водного пото-

ку; ,x y   – коефіцієнти дифузії відповідно 

в напрямку ,x y ; t  – час. 

2. Рівняння для розрахунку біологічного

очищення води в тій частині споруди, де є ру-

хомий біоценоз (рис. 1, позиція 1).  

Розрахунок процесу деструкції субстрату 

в зоні, де розташовані рухомі носії, здійснюємо 

в три етапи. По-перше, на базі моделі 

Harremoes визначаємо параметр r [18, 19]: 

( )n
ar k S  , (8) 

де S – концентрація субстрату, г/м3; параметр 

ak  – визначається експериментально. 

По-друге, розраховуємо швидкість «спожи-

вання» субстрату rr в біоплівці на базі емпірич-

ної моделі [17, 18]:  

rr r w  , (9) 

де w – активна площа поверхні носіїв. 

На третьому етапі визначаємо зміну концен-

трації субстрату в зоні, де розташовані носії 

біоценозу, за рахунок конвективного руху, ди-

фузії субстрату в потоці та його деструкції 

в біоплівці на носіях.  

Для опису цих процесів використовуємо та-

кі рівняння: 

– для запропонованої моделі потрібно знати

кількість рухомих носіїв, які є в контрольному 

об’ємі, та визначити параметр r  на базі інфор-

мації про активну площу поверхні взаємодії 

й ka.; 

– для розрахунку поля швидкості потоку

стічних вод у біоректорі (як у зоні, де є рухомі 

носії в біоплівці, так і в зоні, де їх немає) вико-

ристовуємо рівняння для потенціалу швидкості. 
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Постановку крайових умов для моделюва-

льних рівнянь розглянуто в [1, 2]. 

Таким чином, у рамках запропонованої мо-

делі процес біологічного очищення в реакторі 

проходить у двох зонах: у зоні, де є рухомі но-

сії, та в зоні, де їх немає.  

Для проведення розрахунків потрібно зада-

ти чисельність рухомих носіїв у реакторі, пло-

щу активної поверхні, що використовується 

в процесі біологічного очищення.  

Чисельне інтегрування моделювальних рів-

нянь здійснюємо на базі різницевих схем, що 

розглянуті в [7]. 

Алгоритм розв’язання задачі з оцінки ефек-

тивності роботи реактора з рухомими носіями 

такий: 

1. Розв’язуємо задачу гідродинаміки шляхом

визначення поля потенціалу швидкості. Для 

цього використовуємо рівняння (1). 

2. Визначаємо поле швидкості потоку стіч-

них вод у реакторі за залежністю (3). 

3. Визначаємо поле концентрації субстрату

в реакторі з урахуванням швидкості потоку та 

дифузії на момент часу t. 

4. Визначаємо поле концентрації активного

мулу в реакторі з урахуванням швидкості пото-

ку та дифузії на момент часу t. 

5. Розраховуємо процес деструкції субстрату

в зоні, де немає рухомих носіїв на момент часу 

t. Для цього використовуємо залежність Monod.

6. Розраховуємо процес руху носіїв у реак-

торі на момент часу t за рівнянням (1). 

7. На основі поля розподілу рухомих носіїв

біоценозу в реакторі на момент часу t, розрахо-

вуємо параметри, що визначаються залежнос-

тями (8), (9).  

8. Розраховуємо процес руху та деструкції

субстрату в зоні, де є рухомі носії біоценозу на 

момент часу t. Для цього використовуємо рів-

няння (3–7). 

9. Розрахунок повторюємо, починаючи 

з п. 3, для визначення нових значень параметрів 

у реакторі для нового моменту часу.  

Результати 

Нижче наведено результати обчислюваль-

ного експерименту, що був проведений на базі 

розробленої чисельної моделі. Розрахунки ви-

конано за таких вихідних даних [19]: 

150inS  мг/л – концентрація субстрату 

(БПКпов), що потрапляє в споруду; 

1200inX  мг/л – концентрація активного 

мулу, що потрапляє в споруду; 

розміри біореактора 20x5x5 м; 

( )sQ t = 4 704 м3/доб. – витрата стічних вод; 

x y  3·10-4 м2/доб.; 

max 1.04   – параметр; 

100sK   мг/л – параметр; 

0.055dK   од./доб. – коефіцієнт, що врахо-

вує загибель мікроорганізмів; 

0.55Y   – параметр; 

активна площа поверхні носія – 0,001 м2. 

максимальна кількість носіїв у реакторі – 

mC =120·103 шт./м3. 

Початкова умова (для моменту часу t = 0): 

150inS  мг/л – концентрація субстрату в реак-

торі; кількість носіїв у реакторі mC

=90·103 шт./м3; 1200inX  мг/л – концентрація 

активного мулу. 

На рис. 2 показана схема розрахункової об-

ласті. Для зручності в ній виділено декілька 

зон. Зона № 1 розташована в тій частині, де має 

місце потрапляння субстрату в реактор. У зоні 

№ 2 є рухомі носії біоценозу. Зона № 3 прими-

кає до вихідного отвору з реактора (тут, які 

в зоні № 1 немає рухомих носіїв біоценозу ).  

Нижче на рис. 3–8 показано розподіл 

концентрації субстрату та концентрації рухо-

мих носіїв біоценозу в реакторі для різних мо-

ментів часу. Відзначимо, що час – безрозмір-

ний. Концентрація цих величин є усередненою 

за шириною реактора. Кожне число на наведе-

них рисунках показує концентрацію субстрату 

та рухомих носіїв у відсотках від максимальної 

концентрації (для субстрату я концентрація 

становить 150inS   мг/л, а максимальна конце-

нтрація рухомих носіїв біоценозу дорівнює 

mC =120·103 шт./м3). 
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Рис. 2. Схема розрахункової області:  
1 – ліва межа зони, де є рухомі носії біоценозу; 2 – зона, 

де є рухомі носії біоценозу; 3 – права межа зони, де є ру-

хомі носії біоценозу; 4 – перша зона; 5 – третя зона 

Fig. 2. Scheme of the calculation area: 
1 – left boundary of the zone where there are mobile bioceno-

sis carriers; 2 – zone where there are mobile biocenosis  

carriers; 3 – right boundary of the zone where there are mobile 

biocenosis carriers; 4 – first zone; 5 – third zone 

Рис. 3. Розподіл концентрації субстрату  

в біореакторі на початок розрахунку (t = 0) 

Fig. 3. Distribution of substrate concentration in the 

bioreactor at the beginning of the calculation (t = 0) 

Рис. 4. Розподіл концентрації рухомих носіїв  

біоценозу в біореакторі на початок розрахунку 

(t = 0, числу «99» відповідає концентрації 

mC  = 90·103шт./м3) 

Fig. 4. Distribution of the concentration of mobile bio-

cenosis carriers in the bioreactor at the beginning of the 

calculation (t = 0, the number 99 corresponds to the 

concentration mC  = 90·103pieces/m3) 

Рис. 5. Розподіл концентрації субстрату 

в біореакторі (t = 0,091) 

Fig. 5. Distribution of substrate concentration 

in the bioreactor (t = 0.091) 

Рис. 6. Розподіл концентрації субстрату 

в біореакторі (t = 0,148) 

Fig. 6. Distribution of substrate concentration 

in the bioreactor (t = 0.148) 

Рис. 7. Розподіл концентрації рухомих носіїв 

біоценозу в біореакторі (t = 0,172,  

числу 99 відповідає концентрація  

mC  = 120·103шт./м3) 

Fig. 7. Distribution of the concentration of mobile 

biocenosis carriers in the bioreactor (t = 0.172,  

the number 99 corresponds to the concentration 

mC  = 120·103pieces/m3) 
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Рис. 8. Розподіл концентрації субстрату 

в біореакторі (t = 0,175) 

Fig. 8. Distribution of substrate concentration 

in the bioreactor (t = 0.175) 

Аналіз наведених рисунків показує, що най-

більш активно процес очищення стічних вод 

проходить всередині зони № 2, тобто зони роз-

ташування рухомих носіїв біоценозу. 

На рис. 9 показана зміна концентрації субс-

трату в середині трьох характерних зон біореа-

ктора (рівень y = 2 м).  

Рис. 9. Розподіл концентрації субстрату  

в біореакторі з часом:  
1 – першої зони; 2 – у зоні, де є рухомі носії біоценозу; 3 – 

у третій зоні 

Fig. 9. Distribution of substrate concentration in the 

bioreactor over time: 
1 – first zone; 2 – in the zone where there are mobile  

biocenosis carriers; 3 – in the third zone 

У табл. 1 показано розподіл концентрації 

рухомих носіїв біоценозу на початку зони їх 

розташування в біореакторі (початок зони № 2, 

рівень y = 2 м), а в табл. 2 показано розподіл 

концентрації рухомих носіїв біоценозу в центрі 

зони № 2 (рівень y = 2 м). 

Таблиця 1 

Розподіл концентрації рухомих носіїв біоценозу 

на початку зони їх розташування  

(початок зони № 2) 

Table  1  

Distribution of the concentration of mobile  

biocenosis carriers at the beginning of their 

location zone (beginning of zone 2) 

Час, t С, шт./м3 

0 90 000 

0,021 72 330 

0,045 71 700 

0,088 70 510 

0,117 69 680 

0,144 68 950 

0,165 68 380 

Таблиця 2  

Розподіл концентрації рухомих носіїв біоценозу  

в центрі біореактора (зона № 2) 

Table 2  

Distribution of the concentration of mobile  

biocenosis carriers in the center of the bioreactor 

(zone 2) 

Час, t С, шт./м3 

0 90 000 

0,021 74 280 

0,045 71 960 

0,088 70 980 

0.117 70 250 

0,144 69 620 

0,165 69 100 

Як можна бачити з табл. 1, 2 унаслідок руху 

носіїв біоценозу має місце зміна їх концентрації 

в різних точках біореактора. Також можна від-

значити, що на початку зони розміщення носіїв 

швидкість зміни їх концентрації більша ніж 

у центрі зони № 2. Унаслідок такої зміни буде 

мати місце зміна ефективності очищення стіч-

них вод у зоні розташування рухомих носіїв 

біоценозу. Час розрахунку – 5 с. 
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Наукова новизна та практична 

значимість 

Побудовано чисельну модель для аналізу 

процесу біологічного очищення стічних вод 

у біореакторі з рухомим біоценозом. Визначен-

ня поля швидкості потоку стічних вод у біореа-

кторі здійснюється на базі моделі потенціаль-

ного руху. Моделювання переносу субстрату, 

активного мулу в біореакторі, де немає рухо-

мих носіїв, здійснюється на базі рівняння кон-

вективно-дифузійного масопереносу. У цій об-

ласті процес біологічного очищення здійсню-

ється на базі моделі Monod. Процес біологічно-

го очищення в зоні, де розташовані рухомі 

носії, розраховується на базі емпіричної моделі. 

Розроблена чисельна модель може бути ви-

користана на етапі проєктування споруд біоло-

гічного очищення води. 

Висновки 

У статті розглянуто нову CFD-модель, що 

дозволяє аналізувати процес біологічного очи-

щення стічних вод у реакторах із рухомим біо-

ценозом. Модель дає можливість розраховува-

ти процес очищення з урахуванням хаотичного 

руху носіїв біоценозу. Основу моделі склада-

ють фундаментальні рівняння механіки суціль-

ного середовища. 

У подальшому передбачено розробку три-

вимірної CFD-моделі на базі рівнянь руху 

в’язкої рідини. 
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Simulation of Biological Wastewater Treatment in Aerotanks with Moving 

Biocenosis 

Purpose. The main purpose of the article is to develop a numerical model for the analysis of the process of bio-

logical wastewater treatment in a reactor with a mobile biocenosis. Methodology. For mathematical modeling of the 

process of biological wastewater treatment in a reactor with a moving biocenosis, a hydrodynamic model of a non-

viscous vortex-free flow is used. We calculated the boundary conditions for the modeling equation on the surfaces 

of the bioreactor, solid walls, and the upper surface; at the inlet boundary; at the outlet boundary from the building. 

To calculate the process of movement of activated sludge and substrate in the bioreactor, a mass transfer model is 

used, which takes into account the convective-diffusion movement of the substrate and activated sludge. The pro-

cess of biological water purification in that part of the bioreactor where there are no mobile biocenosis carriers will 

be calculated based on the Monod model. The process of biological water purification in the part of the bioreactor 

where there are mobile carriers is calculated on the basis of an empirical model in three stages. The first stage is 
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determined using the Harremoes model. At the second stage, the rate of substrate «consumption» in the biofilm is 

calculated. At the third stage, the change in the substrate concentration in the zone where the biocenosis carriers are 

located is determined due to convective movement, substrate diffusion in the flow and its destruction in the biofilm 

on the carriers. The chaotic motion of biocenosis carriers in the reactor is modeled based on the parabolic diffusion 

equation. Finite-difference schemes are used for numerical integration of modeling equations. Findings. The soft-

ware implementation of the constructed numerical model is carried out. A computational experiment to determine 

the efficiency of biological wastewater treatment in different parts of the bioreactor was conducted. Originality. An 

effective multifactorial numerical model has been created, which allows quick analysis of the efficiency of biologi-

cal wastewater treatment in an aeration tank with mobile biocenosis carriers. Practical value. The created two-

dimensional numerical model can be used for serial calculations at the stage of designing biological wastewater 

treatment systems and analysis of the efficiency of bioreactors under different operating conditions. 
Keywords: water treatment; biological water treatment; mathematical modeling; bioreactor; Monod model; mo-

bile biocenosis carriers 
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