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3D-МОДЕЛЮВАННЯ БІОЛОГІЧНОГО ОЧИЩЕННЯ СТІЧНИХ ВОД 

В АЕРОТЕНКУ 

Мета. Основною метою статті є розробка тривимірної CFD-моделі для моделювання процесу біологічного 

очищення стічних вод в аеротенку. Методика. Для математичного моделювання процесу біологічного очи-

щення стічних вод у реакторі, з урахуванням гідродинаміки потоку, геометричної форми аеротенка, конвекти-

вно-дифузійного переносу субстрату та активного мулу, побудовано тривимірну CFD-модель. В основу моделі 

покладено тривимірне рівняння руху ідеальної рідини та рівняння збереження маси для субстрату й активного 

мулу. Поле швидкості потоку стічних вод в аеротенку розраховано на базі рівняння для потенціалу швидкості. 

Процес біологічного перетворення субстрату розраховано на базі моделі Monod. Для чисельного інтегрування 

рівнянь конвективно-дифузійного переносу активного мулу та субстрату використано схему розщеплення. 

Розщеплення здійснено так, щоб на кожному кроці враховувався перенос субстрату (активного мулу) лише 

в одному напрямку. Розрахунок невідомої величини концентрації субстрату (активного мулу) виконано за яв-

ною схемою. Під час чисельного інтегрування тривимірного рівняння для потенціалу швидкості використано 

метод Річардсона, розрахунок невідомого значення потенціалу швидкості здійснено за явною формулою. Для 

чисельного інтегрування рівнянь, що описують процес трансформації субстрату та зміну концентрації актив-

ного мулу (модель Monod), використано метод Ейлера. Результати. Здійснено програмну реалізацію побудо-

ваної тривимірної CFD-моделі. Описано структуру розробленого пакету програм. Подано результати проведе-

ного комп’ютерного експерименту з дослідження процесу очищення стічних вод в аеротенку з додатковими 

елементами. Наукова новизна. Розроблено нову багатофакторну тривимірну CFD-модель, що дозволяє 

швидко оцінити ефективність біологічного очищення стічних вод в аеротенку.  
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Практична значимість. Побудована CFD-модель може бути використана для аналізу ефективності роботи 

аеротенку за різних умов експлуатації та на етапі ескізного проектування систем очищення стічних вод. 
Ключові слова: очищення води; біологічне очищення води; математичне моделювання; аеротенк; модель 

Monod 

Вступ 

Для визначення ефективності біологічного 

очищення води на стадії проектування аеротен-

ків потрібно використовувати спеціальні мате-

матичні моделі [3, 4, 6]. У наш час для 

розв’язання цієї задачі найчастіше використо-

вують балансові, емпіричні та аналітичні моде-

лі [1–5, 7–17]. Але в деяких випадках ці моделі 

не можуть забезпечити надійний результат, 

оскільки не враховують у першу чергу геомет-

ричну форму реактора та процес гідродинаміки, 

а також ряд інших параметрів. У зв’язку з цим 

актуальною проблемою є розробка математич-

них моделей, що дозволяють теоретично дослі-

джувати процес біологічного очищення стічних 

вод в аеротенках з урахуванням найбільш важ-

ливих факторів [1, 2, 6–10]. 

Мета 

Основною метою нашої роботи є розробка 

тривимірної CFD-моделі процесу біологічного 

очищення стічних вод в аеротенках. Модель 

повинна здійснювати розрахунок у режимі реа-

льного часу. Крім цього, модель має бути при-

йнятна для реалізації на комп’ютерах малої та 

середньої потужності. 

Методика 

Для моделювання біологічного очищення 

стічних вод в аеротенку використовують такі 

рівняння: 
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S

S K
   


, 

де dK  – коефіцієнт вимирання активного мулу; 

t  – час; ( , , , )X x y z t  – концентрація активного 

мулу в біореакторі; ( , , , )S x y z t  – концентрація 

субстрату в біореакторі; , , ( )x y z t  – емпіричний 

параметр; max  – параметр в моделі Моно; Y  – 

емпіричний параметр; sK  – параметр в моделі 

Моно; u( , , )x y z , v( , , )x y z , w( , , )x y z  – компо-

ненти швидкості водного потоку в біореакторі, 

в напрямку осей , ,x y z  відповідно; , ,x y z    –

 коефіцієнти дифузії відповідно в напрямку 

, ,x y z ; t  – час. 

Відзначимо, що коефіцієнти дифузії 

, ,x y z    – це різні величини, але в науковій 

літературі існує суттєвий дефіцит даних щодо 

їх значень. Тому на практиці розрахунки здійс-

нюють за умови x y z   . Визначення цих 

параметрів експериментальним шляхом – є до-

сить складною задачею. 

Для практичного використання рівнянь мо-

делі (1) – (4) необхідно розрахувати нерівномі-

рне поле швидкості потоку в реакторі, тобто 

визначити параметри u( , , )x y z , v( , , )x y z , 

w( , , )x y z , під дією цих параметрів має місце 

конвективний перенос субстрату та активного 

мулу в біореакторі. Для розрахунку нерівномі-

рного поля швидкості потоку в біореакторі ви-

користовуємо 3D-рівняння для потенціалу 

швидкості: 

 
2 2 2

2 2 2
0
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x y z
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 , ,
P P P

u v w
x y z

  
  
  

. (6) 

Граничні умови для моделювальних рівнянь 

такі: 

– на поверхнях споруди, твердих стінках, 

верхній поверхні: 0, 0, 0
P S X

n n n

  
  

  
, де n  

– одиничний вектор зовнішньої нормалі до по-

верхні; 

– на вхідній границі: 

, ,in in

P
V S S X X

nn


  


, де V

n
 – швидкість 

течії; ,in inS X  – відома концентрація;
,
 

– на границі витоку зі споруди: 

0P P const  , 0, 0
S X

n n

 
 

 
. 

CFD-модель. Метод розв’язання рівнянь ма-

сопереносу із системи (1) – (2) розглянемо на 

прикладі лише для рівняння переносу субстра-

ту. Рівняння для переносу активного мулу має 

схожий вигляд. Тривимірне рівняння для пере-

носу субстрату із системи (1) розщепляємо на 

систему одновимірних рівнянь таким чином: 

 

;

;

.

х

у

у

S uS S

t x x x

S vS S

t y y y

S vS S

t z z z

    
   

    

    
   

    

    
   

    

 (7) 

Рівняння із системи (7) описують процес пе-

реносу субстрату в напрямках осей x, y, z. 

Різницеві рівняння, що дають можливість 

розв’язати систему рівнянь (7), такі: 

– крок № 1 для першого рівняння: 
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– крок № 2 для першого рівняння: 
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де ; ;
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– крок № 1 для другого рівняння:  
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– крок № 2 для другого рівняння:  
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де ; ;
2 2

v v v v
v v  

   

– крок № 1 для третього рівняння:  
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– крок № 2 для третього рівняння: 
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where ; .
2 2

w w w w
w w  

   

За аналогічною скінченно-різницевою схе-

мою розв’язуємо рівняння переносу активного 

мулу із системи (2). Після розв’язання рівнянь 

переносу для X та S, для кожної різницевої ко-

мірки, розв’язуємо рівняння (3) – (4) за допомо-

гою методу Ейлера. Тобто визначаємо нові зна-

чення концентрації субстрату та активного му-

лу внаслідок їх біологічної взаємодії. Різницеві 

вирази мають вигляд: 

, ,1
, , , , , , ;

n
i j kn n n

i j k i j k i j kS S dt X
Y




    

1
, , , , , , , ,

n n n n
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, , ;n
d i j kK X  

 
, ,

, , max

, ,

.

n
i j kn

i j k n
i j k s

S

S K
   


 

Далі, на новому часовому кроці, повторюємл 

розрахунок зміни концентрації субстрату та 

активного мулу в кожній різницевій комірці 

внаслідок їх руху, дифузії та біологічної взає-

модії. 

Для побудови локальної одновимірної схеми 

розв’язання рівняння (5) здійснимо такі перет-

ворення. По-перше, представимо це рівняння у 

вигляді: 

 
2 2 2

2 2 2
,

P P P P

t x y z

   
  

   
 (14) 

де t – фіктивний час. 

Далі рівняння (14) розщепимо так: 

 
2

2
;

P P

t x

 


 
 (15) 

 
2

2
;

P P

t y

 


 
 (16) 

 
2

2
.

P P

t z

 


 
 (17) 

Розрахункові залежності (метод Річардсона) 

для визначення невідомого значення Р на базі 

рівняння (15) мають вигляд: 
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P P
P P t

x
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n n
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t
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 (18) 

Розрахункові залежності для визначення не-

відомого значення Р на базі рівняння (16) ма-

ють вигляд: 

, 1, , ,1
, , , , 2

n n
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i j k i j k

P P
P P t

y




  


 

, , 1, ,

2
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n n
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t
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(19) 

Розрахункові залежності для визначення не-

відомого значення Р на базі рівняння (17) ма-

ють вигляд: 

, , 1 , ,1
, , , , 2

n n
i j k i j kn n

i j k i j k

P P
P P t

z




  


 

, , , , 1

2
.

n n
i j k i j kP P

t
z

 



 (20) 

Розрахунок за цими залежностями закін-

чується, коли виконується умова: 

 1
, , , ,
n n

i j k i j kP P    , (21) 

де ε – мале число; n – номер ітерації. 

На наступному етапі визначаємо швидкість 

течії: 

 
1, , , ,i j k i j kP P

u
x

 



 , 

, 1, , ,i j k i j kP P
v

y

 



,  

 
, , 1 , ,i j k i j kP P

w
z

 



. 

Для кодування різницевих рівнянь використано 

FORTRAN. Створено код «BIO-3К». Для його 

використання потрібно задати такі вхідні дані: 

– концентрацію субстрату, що потрапляє  

в біореактор, та її зміну з часом; 

TRANSLATION

http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


ISSN 2307–3489 (Print), ІSSN 2307–6666 (Online) 

Наука та прогрес транспорту. Вісник Дніпропетровського  
національного університету залізничного транспорту, 2020, № 6 (90) 

 

ЕКОЛОГІЯ ТА ПРОМИСЛОВА БЕЗПЕКА 

Creative Commons Attribution 4.0 International © М. М. Біляєв, М. В. Лемеш, О. Ю. Гунько, В. О. Задоя, 

doi: https://doi.org/10.15802/stp2020/224619 П. Б. Машихіна, З. М. Якубовська, 2020 

– концентрацію та витрату активного мулу, 

що потрапляє в біореактор, та її зміну з часом; 

– розміри біореактора, його геометричну 

форму; 

– значення параметрів моделі Monod; 

– витрату стічних вод; 

– значення коефіцієнтів дифузії. 

До коду «BIO–3К» входять такі підпрогра-

ми: 

«SLE3» – розрахунок потенціалу швидкості 

в біореакторі; 

«SLE3» – розрахунок поля швидкості в біо-

реакторі; 

«SLМ33» – розрахунок поля концентрації 

субстрату в біореакторі та його зміна з часом; 

«SLМ33» – розрахунок поля концентрації 

активного мулу в біореакторі та його зміна  

з часом; 

«SLМ33» – розрахунок зміни концентрації 

субстрату та активного мулу в біореакторі згід-

но із залежностями моделі Monod; 

«SLEM5» – друк результатів моделювання. 

Результатом роботи цього коду є поля кон-

центрації субстрату й активного мулу в біореа-

кторі та зміна цих полів із часом. 

Результати 

Нижче наведено результати розв’язання за-

дачі з оцінки ефективності роботи біологічного 

реактора з очищення стічних вод на базі розро-

бленої тривимірної CFD-моделі. Розрахунки 

виконано за таких вхідних даних: 

140мг/лinS   – концентрація субстрату 

(БПКпов), що потрапляє в споруду; 

розміри біореактору 15мx4мx4м; 
3( ) 1353м /добsQ t   – витрата стічних вод; 

4 22 10 м /добx y
    ; 

200мг/лinX   – концентрація активного 

мулу, що потрапляє в реактор; 

max 1,04  ; 

100 мг/лsK  ; 

0,055 1/добdK   – коефіцієнт, що враховує 

загибель мікроорганізмів; 

0,55Y  . 

Початкова умова: 140mg/linS  , 

200mg/linX  – концентрація субстрату та ак-

тивного мулу в реакторі для моменту часу t = 0. 

Розглянуто такі сценарії: 

– сценарій № 1: реактор працює без додат-

кових елементів усередині споруди; 

– сценарій № 2: усередині споруди реактора 

є дві суцільні пластини (розрахункова область – 

багатозв’язна); 

– сценарій № 3: у реакторі є три пластини, 

але вони мають розрив. 

Початкова умова: 360mg/linS  , 

200mg/linX  . Досліджуємо процес деструкції 

субстрату в реакторі з часом згідно з моделлю 

Monod та з урахуванням масопереносу. 

Слід зазначити, що розрахунок просторової 

течії в багатозв’язних областях належить до 

надскладних задач гідродинаміки. 

Оцінку ефективності роботи біореактора ви-

значаємо за величиною концентрації субстрату 

на виході з реактора. На рис. 1–6 показано роз-

поділ концентрації субстрату в біореакторі для 

всіх сценаріїв, де кожне число вказує на конце-

нтрацію у відсотках від максимальної концент-

рації в розрахунковій області (час, що вказаний 

на рисунках – безрозмірний). Числу 99 відпові-

дає максимальне значення концентрації у від-

сотках. Друк цих значень здійснено в форматі 

«INTEGER», тобто друкується тільки ціле зна-

чення дійсного числа. Наприклад, якщо в де-

якій точці реактора концентрація дорівнює 

61,95 %, то друкується число 61. Оскільки 

розв’язується тривимірна задача, то концентра-

ція показана в різних перерізах біореактора, час 

– безрозмірний. 

 

Рис. 1. Розподіл концентрації субстрату  

в біореакторі, переріз y = 2 м,  

t = 0,24 (сценарій № 1) 
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Рис. 2. Розподіл концентрації субстрату  

в біореакторі, переріз z = 2 м, t = 0,24  

(сценарій № 1) 

 

Рис. 3. Розподіл концентрації субстрату  

в біореакторі,  

переріз y = 2м, t = 0,40 (сценарій № 1) 

 

Рис. 4. Розподіл концентрації субстрату  

в біореакторі,  

переріз y = 2 м, t = 0,40 (сценарій № 2) 

 

 

Рис. 5. Розподіл концентрації субстрату  

в біореакторі,  

переріз z = 2 м, t = 0,40 (сценарій № 2) 

 

Рис. 6. Розподіл концентрації субстрату  

в біореакторі, переріз y = 2 м, t = 0,40  

(сценарій № 3) 

Із рисунків видно, що всередині реактора 

має місце суттєво нерівномірний розподіл кон-

центрації субстрата, тобто процес біологічного 

очищення йде нерівномірно. Використання 

пластин змінює розподіл концентрації в спору-

ді, що впливає на ефективність роботи реакто-

ра. 

Для аналізу ефективності роботи реактора  

в табл. 1 наведена концентрація субстрату на 

виході для моменту часу t = 0,40. 

Таблиця 1  

Середня концентрація субстрату на виході  

з реактора 

Сценарій № 1 № 2 № 3 

Концентрація 147 мг/л 128 мг/л 118 мг/л 
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Аналіз даних із табл. 1 показує, що викорис-

тання пластин дає можливість збільшити ефек-

тивність роботи біологічного реактора. Тобто 

ми маємо таким чином можливість керувати 

процесом очищення стічних вод у біореакторі. 

Наукова новизна та практична  

значимість 

Розроблено тривимірну CFD-модель для 

моделювання процесу біологічного очищення 

стічних вод в аеротенку. Для розрахунку поля 

швидкості потоку в аеротенку використано мо-

дель потенціального руху. Визначення процесу 

переносу субстрату та активного мулу здійсне-

но на базі рівняння масопереносу. Для розраху-

нку процесу біологічного очищення використа-

но модель Monod. 

Побудована модель може бути використана 

на етапі ескізного проектування споруд для 

очищення стічних вод. 

Висновки 

У статті розглянута ефективна CFD-модель, 

що дозволяє оперативно розраховувати процес 

біологічного очищення стічних вод  

в аеротенку, зокрема за наявності в середині 

реактора додаткових пластин. Для розв’язання 

задачі використовують фундаментальні рівнян-

ня механіки суцільного середовища. 

У подальшому планується розробка триви-

мірної CFD-моделі на базі рівнянь Нав’є–

Стокса. 
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3D-МОДЕЛИРОВАНИЕ БИОЛОГИЧЕСКОЙ ОЧИСТКИ СТОЧНЫХ 

ВОД В АЭРОТЕНКЕ 

Цель. Основной целью статьи является разработка трёхмерной CFD-модели для моделирования процес-

са биологической очистки сточных вод в аэротенке. Методика. Для математического моделирования про-

цесса биологической очистки сточных вод в реакторе, с учетом гидродинамики потока, геометрической 

формы аэротенка, конвективно-диффузионного переноса субстрата и активного ила, построена трёхмерная 

CFD-модель. В основу модели положено трехмерное уравнение движения идеальной жидкости и уравнение 

сохранения массы для субстрата и активного ила. Поле скорости потока сточных вод в аэротенке рассчитано 

на базе уравнения для потенциала скорости. Процесс биологического превращения субстрата рассчитано на 

базе модели Monod. Для численного интегрирования уравнений конвективно-диффузионного переноса ак-

тивного ила и субстрата использована схема расщепления. Расщепление осуществлено так, чтобы на каждом 

шагу учитывался перенос субстрата (активного ила) только в одном направлении. Расчет неизвестной вели-

чины концентрации субстрата (активного ила) осуществлен по явной схеме. Для численного интегрирования 

трехмерного уравнения для потенциала скорости использован метод Ричардсона, расчет неизвестного зна-
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чения потенциала скорости осуществлен по явной формуле. Для численного интегрирования уравнений, 

описывающих процесс трансформации субстрата и изменение концентрации активного ила (модель Monod), 

использован метод Эйлера. Результаты. Осуществлена программная реализация построенной трёхмерной 

CFD -модели. Описана структура разработанного пакета программ. Представлены результаты проведенного 

компьютерного эксперимента по исследованию процесса очистки сточных вод в аэротенке с дополнитель-

ными элементами. Научная новизна. Разработана новая многофакторная трёхмерная CFD-модель, 

позволяющая быстро оценить эффективность биологической очистки сточных вод в аэротенке. 

Практическая значимость. Построенная CFD-модель может быть использована для анализа эффективно-

сти работы аэротенка при различных условиях эксплуатации и на этапе эскизного проектирования систем 

очистки сточных вод. 
Ключевые слова: очистка воды; биологическая очистка воды; математическое моделирование; аэротенк; 
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3D MODELING OF BIOLOGICAL WASTEWATER TREATMENT 

IN AERATION TANK 

Purpose. The main purpose of the article is to develop a 3D CFD model for modeling the process of biological 

wastewater treatment in an aeration tank. Methodology. For mathematical modeling of the process of biological 

wastewater treatment in the reactor, taking into account the flow hydrodynamics, geometric shape of the aeration 

tank, convective-diffusion transfer of the substrate and activated sludge, a 3D CFD model was built. The model is 

based on the three-dimensional equation of motion of an ideal liquid and the equation of mass conservation for the 

substrate, activated sludge. The field of sewage flow rate in the aeration tank is calculated based on the velocity 

potential equation. The process of biological transformation of the substrate is calculated on the basis of the Monod 

model. The splitting scheme was used for numerical integration of the equations of convective-diffusion transfer of 

activated sludge and substrate. The splitting is carried out in such a way to take into account the transfer of substrate 

(activated sludge) in only one direction at each step of splitting. The calculation of the unknown value of the sub-

strate (activated sludge) concentration is carried out according to an explicit scheme. The Richardson method is used 

to numerically integrate the three-dimensional equation for the velocity potential, and the unknown value of the ve-

locity potential is calculated by an explicit formula. Euler's method is used for numerical integration of equations 

describing the process of substrate transformation and change in activated sludge concentration (Monod model). 

Findings. The software implementation of the constructed 3D CFD model is carried out. A description of the struc-

ture of the developed software package is provided. The results of a computer experiment to study the process of 

wastewater treatment in an aeration tank with additional elements are presented. Originality. A new multifactor 
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3D CFD model has been developed, which allows quick assessing the efficiency of biological treatment in an aera-

tion tank. Practical value. The constructed 3D CFD model can be used to analyze the efficiency of the aeration tank 

under different operating conditions at the stage of sketch design of wastewater treatment systems. 
Keywords: water treatment; biological water treatment; mathematical modeling; aeration tank; Monod model 
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