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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ  
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ  
ПАССАЖИРСКОГО ВАГОНА В ОБЫЧНОЙ ПОСТАНОВКЕ 

Запропонована математична модель для вивчення просторових коливань пасажирських вагонів, за допо-
могою якої проведено значні теоретичні дослідження з вивчення нових моделей пасажирських вагонів виро-
бництва Крюківського вагонобудівного заводу. Дослідження у подальшому проводилися у робочому діапа-
зоні швидкостей 20…200 км/год на різних ділянках колії. Результати розрахунків підтвердили правильність 
конструкційних рішень. 

Предложена математическая модель для изучения пространственных колебаний пассажирских вагонов, 
на которой проведены обширные теоретические исследования по изучению новых моделей пассажирских 
вагонов производства Крюковского вагоностроительного завода. Исследования в дальнейшем проводились 
в рабочем диапазоне скоростей 20…200 км/ч на различных участках пути. Результаты расчетов подтвердили 
правильность конструкторских решений.  

In article the mathematical model for studying spatial fluctuations of carriages on which extensive theoretical re-
searches on studying new models of carriages of manufacture car-building factory Kryukov are lead is offered. Re-
searches further were carried in a working range of speeds 20…200 km/h on various sites of a way. Results of cal-
culations have proved design decisions. 

Важной задачей в динамике рельсовых эки-
пажей является определение рационального 
соотношения между жесткостями двух ступе-
ней подвешивания для экипажа с двойным рес-
сорным подвешиванием, а также определение 
рационального соотношения параметров демп-
фирования этих же ступеней. 

Для решения этой задачи разработана мате-
матическая модель пространственных колеба-
ний такого экипажа в обычной постановке. 

Для разработки математической модели 
пространственных колебаний рельсового 
экипажа с двухступенчатым рессорным под-
вешиванием примем во внимание, что рас-
четная схема рассматриваемого рельсового 
экипажа близка к расчетной схеме пассажир-
ского вагона с тележками типа КВЗ-ЦНИИ  
и тележки модели 68-7007. У этих тележек 
передача вертикальных сил осуществляется 
через скользуны надрессорной балки. В без-
люлечных конструкциях тележек через них 
передаются также горизонтальные продоль-
ные и поперечные силы. В люлечных конст-
рукциях тележек для этого служит шкворень. 
Для уменьшения ударных нагрузок в шквор-
невом узле и в скользунах предполагается 
установка в них упруговязких (резиновых) 

элементов. Следовательно, в рассматривае-
мых конструкциях необходимо принимать во 
внимание перемещения надрессорной балки 
относительно кузова в продольном и попе-
речном направлениях и при вилянии. 

Связь надрессорной балки с рамой тележки 
осуществляется в безлюлечной конструкции  
с помощью пружины повышенной гибкости 
типа флексикойл, которая создает восстанавли-
вающие моменты при взаимных перемещениях 
надрессорной балки и рамы тележки во всех 
направлениях, а в люлечных конструкциях эту 
функцию выполняет люлька. Следует также 
учесть, что при взаимных горизонтальных про-
дольных перемещениях надрессорной балки и 
рамы тележки люлечной конструкции работают 
упругие поводки. 

В буксовом узле упругодиссипативные эле-
менты допускают взаимные перемещения рамы 
тележки и колесной пары во всех направлени-
ях. В некоторых тележках здесь установлены 
поводки. 

Расчетная схема экипажа с рассматривае-
мыми тележками представляет собой систему, 
состоящую из 9 твердых тел (кузов, 2 надрес-
сорные балки, 2 рамы тележки, 4 колесные па-
ры) (рис. 1). 

79



 
Рис. 1. Расчетная схема экипажа  

с двухступенчатым рессорным подвешиванием 

Введем следующие обозначения (см. рис. 1): 
x, y, z – перемещения тел системы вдоль оси 
пути (х – подергивание), поперек оси пути  
(у – боковой относ) и по вертикали (z – подпры-
гивание); θ, ϕ, ψ – угловые перемещения отно-
сительно осей х (θ – боковая качка), у (ϕ – про-
дольная качка или галопирование) и z (ψ – виля-
ние). Положительные поступательные пере-
мещения – вдоль соответствующих осей, а 
положительные угловые перемещения – против 
часовой стрелки, если смотреть с положительно-
го направления соответствующей оси. На рис. 1 
показаны положительные направления переме-
щений для кузова с центром масс в точке С. 

В дальнейшем без индекса будем обозначать 
перемещения кузова. Индексом i  ( 1, 2i =  – но-
мер тележки) – рамы тележки, индексом ні – над-
рессорных балок, индексом im  ( m =1, 2 – но-
мер колесной пары в тележке) – колесных пар, 
pimk  ( 1k = – левая по ходу движения, 2k =  – 
правая сторона вагона) – рельсов в точках кон-
такта с колесами. В расчетной схеме принима-
ем во внимание приведенные массы пути в точ-
ках контакта колес с рельсами, которые пере-
мещаются в двух направлениях – горизонталь-
ном поперек оси пути и по вертикали. 

Общее число перемещений равно  

 9 6 2 8 70⋅ + ⋅ = .  

Рассмотрим связи, наложенные на систему: 
• между кузовом и надрессорными бал-

ками возможны взаимные перемещения в гори-
зонтальном продольном и поперечном направ-
лениях и при вилянии, т. е. подпрыгивание, бо-
ковая и продольная качка надрессорных балок 
определяются соответствующими перемеще-
ниями кузова: 

 
( )н

н

н

1 ,
,
,

i
і

і

і

z z l ⎫= + − ϕ
⎪⎪θ = θ ⎬
⎪ϕ = ϕ ⎪⎭

 (1) 

где l  – половина базы экипажа; 

• продольная качка колесных пар опре-
деляется их подергиванием (проскальзывания 
определены при вычислении сил псевдоско-
льжения) 

 ,im
im

x
r

ϕ =   (2) 

где r  – радиус колеса по кругу катания; 
• колеса движутся без отрыва от рельсов: 

 2 н( 1) ,k
pimk im im imk imkz z b r= + − θ + ∆ −η  (3) 

где 2b  – половина расстояния в поперечном на-
правлении между кругами катания колес; imkr∆  – 
изменение радиуса круга катания колеса при бо-
ковом относе колесной пары; нimkη  – ординаты 
вертикальной неровности пути. 

Таким образом, введено 18 уравнений связи. 
Следовательно, система имеет 70 18 52− =  сте-
пени свободы. Запишем обобщенные координаты:  

• перемещения кузова: 

 1 ,q z=   2 ,q = ϕ   3 ,q = θ   4 ,q y=   5q = ψ ;  

• перемещения рам тележек: 
 ( 6, 7),n iq z n= =    ( 8, 9),n iq n= ϕ =    

 ( 10, 11),n iq n= θ =    ( 12,13),n iq y n= =   

  ( 14,15)n iq n= ψ = ;  

• перемещения колесных пар: 

 ( 16, 19),n imq z n= =    ( 20, 23),n imq n= θ =   

 ( 24, 27),n imq y n= =    ( 28, 31)n imq n= ψ = ;  

• перемещения надрессорных балок: 

 ( 32, 33),n ніq y n= =  ( 34, 35)n ніq n= ψ = ;  

• отжатия рельсов в точках контакта с 
колесами: 

 ( 36,4 3)n pimkq y n= = ;  

• подергивания тел системы: 

 ( )44, 45 ,n iq x n= =    ( )н 46, 47 ,n iq x n= =   

 ( )48, 51 ,n imq x n= =    52q x= .  

Статическое давление: 
• колеса на рельс  

 э
ст ,

8
m g

Р =   

где эm  – масса экипажа (полная); g  – ускоре-
ние свободного падения; 
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• на рессорные комплекты центрального 
подвешивания 

 
( )н

стц
2

,
4

m m g
Р

+
=   

где m  – масса кузова (полная); нm  – масса 
надрессорной балки; 

• на рессорные комплекты буксового 
подвешивания  

 н т
стб

( 2 2 )
8

m m m gР + +
= ,  

где тm  – масса рамы тележки. 
При определении инерционных параметров 

учтено, что масса тележки  

 тел т н к2 ,m m m m= + +   

а масса экипажа  

 э тел2 .m m m= +   

Общий статический прогиб рессорного под-
вешивания определяются по формуле: 

 ц бf f f= + ,  

где цf  и бf   – статические прогибы рессорного 
подвешивания второй и первой ступеней соот-
ветственно: 

 стц
ц

ц
,

P
f

k
=    стб

б
б

Pf
k

= ,  

где цk  – приведенная жесткость центрального 
рессорного подвешивания; бk  – жесткость бук-
сового подвешивания. 

Рассмотрим взаимные перемещения всех 
тел системы. Обозначения геометрических па-
раметров, входящих в выражения перемеще-
ний, подробно описаны в [1]. 

Взаимные перемещения между кузовом и 
надрессорной балкой: 

• в зоне шкворня в продольном и гори-
зонтальном поперечном направлении: 

 
( )

ш ш н

ш ш н1 ;
хi i

i
yi i

x h x

y h l y

∆ = + ϕ− ⎫⎪
⎬

∆ = − θ− − ψ − ⎪⎭
 (4) 

• между скользунами в продольном и го-
ризонтальном поперечном направлении: 
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⎬
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 (5) 

Соответствующие силы определяются по 
формуле: 
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⎪
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= ∆ +β ∆ ⎪
⎪= ∆ +β ∆ ⎪⎭

 (6) 

Взаимные перемещения между надрессор-
ной балкой и рамой тележки по всем направле-
ниям (деформации рессорных комплектов) 
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 (7) 

Соответствующие упругие силы равны: 

 

ц ц ц

ц ц ц

ц ц ц

ц ц ц

,
,

,
.

xik x xik

yik y yik

zik z zik

ik ik

S k
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 (8) 

Взаимные перемещения между надрессор-
ной балкой и рамой тележки в зоне установки 
гасителей колебаний 

( ) ( ) ( )

д
ц н

д
ц дн дт

,

1 1 1

yik i i

i k k
zik i i

y y

z l b z b

⎫∆ = − ⎪
⎬

∆ = + − ϕ+ − θ− − − θ ⎪⎭

 (9) 

Соответствующие силы в гидроамортизато-
рах будут выглядеть следующим образом 
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⎫= β ∆ ⎪
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 (10) 

где 2
ц ц дcosуβ = β α , 2

ц ц дsinzβ = β α , угол на-
клона гидроамортизаторов к горизонтали:  

 кт дк дт
д

дт дн

h h h
tg

b b
− −

α =
−

.  

Запишем взаимные перемещения и силы, 
возникающие в поводках центральной ступени 
подвешивания: 
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п
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п
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 (11) 
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Соответствующие силы равны: 

 

п п п п п
ц ц ц ц ц
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  (12) 

При наличии ограничений хода надрессорной 
балки относительно рамы тележки в горизонталь-
ном продольном и поперечном направлениях в 
центральном подвешивании после выбора соот-
ветствующих зазоров ц 0х∆ , ц 0у∆  возникают си-
лы, в которых учтена жесткость и диссипация  
 

энергии в самой конструкции. Эти силы возника-
ют при перемещениях надрессорной балки отно-
сительно тележки в зоне скользунов: 
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превышающих по абсолютной величине зазоры 
ц 0х∆ , ц 0у∆ . 
Эти силы запишутся следующим образом:
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Запишем взаимные перемещения между ра-
мой тележки и колесной парой: 
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В буксовой ступени подвешивания в неко-
торых тележках установлены гасители колеба-
ний сухого трения и имеются резиновые эле-
менты, в которых предполагается вязкое тре-
ние. Поэтому силы в буксовом подвешивании в 
общем случае равны: 
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где бF  – амплитудные значения сил сухого 
трения: 

 б б стбх хF f P= ⋅ ,   б б стбу уF f P= ⋅ ,   

 б б стбz zF f P= ⋅ ,   б б стбF f Pψ ψ= ⋅ .  

Взаимные перемещения и силы, возникаю-
щие в поводках буксовой ступени: 
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Поводки и шпинтоны, установленные в бук-

совой ступени подвешивания, ограничивают пе-
ремещения рамы тележки относительно колес-
ной пары в горизонтальном продольном и попе-
речном направлениях. Обозначим через б 0х∆ , 

б 0у∆  соответствующие зазоры, в пределах кото-
рых работают буксовые рессорные комплекты. 
После выбора этих зазоров необходимо учиты- 
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вать жесткости и коэффициенты вязкого трения 
конструкции. Перемещения и силы, возникаю-
щие после выбора этих зазоров, равны: 
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 (20)

Силы, действующие на колесную пару в зо-
не контакта, определяются как обычно по тео-
рии Картера [2; 3].  

Для составления дифференциальных урав-
нений колебаний системы воспользуемся урав-
нением Лагранжа 2-го рода в виде: 

 ,n
n

d T Q
dt q
⎛ ⎞∂

=⎜ ⎟
∂⎝ ⎠

  (21) 

где Т  – кинетическая энергия системы; nq  – 
обобщенные координаты; nQ  – соответствую-
щие им обобщенные силы. 

Составим кинетическую энергию системы 
по теореме Кенига: 

2 2 2 2

0 н
1 1 1 1

і і іm
і і і m

Т Т Т Т Т
= = = =

= + + + +∑ ∑ ∑∑  

2 2 2

1 1 1
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Т
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Кинетическая энергия кузова выражена в 
обобщенных координатах: 
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с использованием уравнений связи может быть 
выражена через обобщенные координаты сле-
дующим образом: 
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Кинетическая энергия рам тележек выраже-
на в обобщенных координатах: 
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Кинетическая энергия колесных пар равна 
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Кинетическая энергия приведенных масс 
рельсов в точках контакта имеет много дина-
мических связей. Запишем здесь только диаго-
нальные члены: 
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где zm , ym  – приведенные массы пути в вер-
тикальном и горизонтальном поперечных на-
правлениях, tg imkα  – тангенс угла наклона 
поверхности катания колеса к рельсу в точке 
контакта,  
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 ( ) 21 tgk
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Общее выражение для кинетической энер-
гии имеет вид: 
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где инерционные коэффициенты определяются 
следующим образом: 
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Составим дифференциальные уравнения ко-
лебаний системы. Подставив выражения для 
кинетической энергии (23) в уравнение Ла-
гранжа 2-го рода (21), получим систему диффе-
ренциальных уравнений в следующем виде: 

 n n na q Q=    ( )1,52n = . (24) 

Для интегрирования системы дифференци-
альных уравнений (24) составлена программа 
вычислений. 

Обобщенные силы, входящие в систему 
уравнений (24), имеют вид:
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Аналогичные математические модели разра-
ботаны и для других рельсовых экипажей [4–8]. 
С использованием разработанной математиче-
ской модели проведены обширные теоретические 
исследования по изучению пространственных 
колебаний пассажирских вагонов новых моделей 
производства Крюковского вагоностроительного 
завода. Исследования проводились в рабочем 
диапазоне скоростей 20…200 км/ч на различных 
участках пути. Результаты расчетов подтвердили 
правильность конструкторских решений [9]. 
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