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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ КОЛЕБАНИЙ ВАНТ 
ПРИ КИНЕМАТИЧЕСКОМ ВОЗМУЩЕНИИ 

Досліджено вплив кінематичного збурення на динамічну поведінку вант. Кінематичне збурення подано  
у вигляді коливань вершини пілона. Побудовано математичну модель коливань ванти. Як основний метод 
дослідження був прийнятий метод гармонійного балансу. Були отримані й оцінені вирази для визначення 
амплітуди і частоти змушених коливань. 

Исследовано влияние кинематического возмущения на динамическое поведение вант. Кинематическое 
возмущение представлено в виде колебаний вершины пилона. Построена математическая модель колебаний 
ванты. В качестве основного метода исследования принят метод гармонического баланса. Получены и оце-
нены выражения для определения амплитуды и частоты вынужденных колебаний. 

The article examines the questions of improving supervision and diagnostic techniques of facilities. Natural fre-
quency of superstructure is selected as a primary diagnostic parameter. Modeling of dynamic behavior of a span 
superstructure has been based on the finite-element method. 

Введение 

Исследованию статического и динамическо-
го поведения вантовых мостов посвящен широ-
кий ряд работ как зарубежных, так и отечест-
венных авторов.  

В частности, в работах [1; 2] рассматрива-
ются статические и динамические расчеты ви-
сячих мостов, приведены наиболее удачные 
примеры конструктивных схем.  

В работе [3] исследуются собственные и 
вынужденные колебания гибких нитей.  

Данная статья посвящена исследованию ди-
намического поведения вант под действием 
кинематического возмущения. 

Ранее, в работе [4] рассматривались попе-
речные колебания струны, вызываемые пе-
риодическим смещением опор. Точки креп-
ления струны были размещены на одном 
уровне. Для решения дифференциального 
уравнения колебаний струны оно было при-
ведено к дифференциальному уравнению 
Матье, дополненному членом, учитывающим 
демпфирование, и кубическим членом. 

В данной работе в качестве основного мето-
да исследования принят метод гармонического 
баланса. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим ванту, точки которой располо-
жены на разных уровнях. Предположим, что 
нагрузка, действующая на ванту, является рав-
номерно распределенной по длине ванты. В 
качестве кинематического возмущения примем 
колебания вершины пилона.  

Необходимо исследовать динамическое по-
ведение ванты под действие кинематического 
возмущения. 

2. Дифференциальное  
уравнение колебания ванты  

под действием кинематического возмущения 

Исследуем поперечные колебания ванты, 
расчетная схема которой представлена на рис. 1, 
а происхождение можно представить в виде 
уравнения второго порядка в частных произ-
водных: 
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где 0T  – максимальное растягивающее усилие 
в сечении нити; l  – расстояние между опора-
ми в направлении ванты (рис. 1); E  – модуль 
упругости материала ванты; m  – масса еди-
ницы длины ванты; )(xy  – уравнение кривой 
провисания нити; ),( txv  – вертикальные пе-
ремещения местной координаты системы, u  – 
составляющая вдоль оси x горизонтального 
смещения пилона. 

В данном случае предполагалось, что вер-
шины пилона совершают горизонтальные ко-
лебания и, учитывалась только их составляю-
щая вдоль оси. 
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Рис. 1. Расчетная схема ванты 
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где ( ),u x t  – перемещение точек ванты вдоль оси 
х. Расчетная схема ванты принята такой, что ниж-
няя опора ванты – шарнирно-неподвижная, а 
верхняя – шарнирно-подвижная.  

Выразим продольные колебания верхней 
опоры ванты ( )u t через горизонтальные коле-
бания вершины пилона:  

 ( ) ( )cosu t s t= α .  

Примем уравнение горизонтальных колеба-
ний вершины пилона в виде 

 ( ) ( )coss t S t= ω + θ , (2) 

где S  – амплитуда колебаний; ω  – частота ко-
лебаний, θ  – фазовый угол. 

Предполагая, что нижняя точка кривой про-
висания нити находится вне пролета ванты (на 
значительном расстоянии от левой опоры), при-
мем уравнение кривой провисания нити в виде 

 ( ) sin xy x Y
l
π

= , (3) 

где Y  – максимальное значение провисания 
нити. 

Так как оба конца ванты шарнирно оперты, 
представляем функцию ),( txv  в виде 
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Подставив вышеприведенные зависимости в 
выражение (1) и выполнив необходимые пре-
образования, получаем при 1n =  

( )2 3 cosq q q q cq t+ α + γ +β + ω + θ +  

( )cos 0cY t+ ω + θ = ,   (5) 
где 
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Перепишем уравнение, добавив в него вяз-
кое сопротивление 

( )2 3 cosq q q q q cq t+ ε + α + γ +β + ω + θ +  

( )cos 0cY t+ ω + θ = .   (6) 

3. Аналитическое исследование  
колебаний ванты 

Для решения уравнения (6) воспользуемся 
заменой 

 q = ψ + ∆ ,  

где ∆ – статическое смещение. 
Выполнив подстановку новой переменной в 

уравнение (6) и выполнив математические пре-
образования, получим 

2 3ψ + εψ +µψ +ϑψ +βψ +η+  

 ( )cosс t+ ψ ω + θ +   

( ) ( )cos 0c Y t+ ∆ + ω + θ = ,   (7) 
где 
 22 3µ = α + γ∆ + β∆ ,  

 3ϑ = γ + β∆ ,  

 2 3η = α∆ + γ∆ +β∆ .  

Решение уравнения (7) будем искать в виде 
гармонического колебания на основной частоте 
возмущения: 

 cosA tψ = ω . (8) 

Приближенное решение будем искать ис-
пользуя метод гармонического баланса. 

Подставим выражение (8) в уравнение (7): 
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Воспользуемся известными тригонометри-
ческими соотношениями: 

 3 1 3cos cos3 cos
4 4

t t tω = ω + ω ;  

 2 1cos cos 2 2
2

t tω = ω + ;  

 ( )cos cos cos sin sint t tω + θ = ω θ− ω θ .  

Пренебрегая комбинационными тонами и 
свободными членами уравнения и, приравнивая 
члены при tωcos  и tωsin  в левой части урав-
нения (9) к нулю, получим систему уравнений: 
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Преобразуя систему уравнений (10), полу-
чим выражения для определения фазового угла 
и частоты вынужденных колебаний системы: 
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Выражения для кривых, ограничивающих 
области неустойчивости колебаний: 
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В качестве примера рассмотрим систему со 
следующими параметрами: 

− пролет ванты 70L =  м; 
− угол наклона 45α = ° ; 

− диаметр ванты 140d =  мм; 

− прогиб посередине пролета 1
100

f L= ; 

− максимальное значение провисания ни-
ти cosY f= α ; 

− материал ванты – сталь класса С345 
( 7 850γ =  кг/м3, 102,1 10E = ⋅  кг/м2); 

− коэффициент вязкого демпфирования 
0,1ε = . 
Площадь поперечного сечения ванты  

 0,0154F =  м2,   

момент инерции сечения  

 51,89 10I −= ⋅ м4.   

Нагрузка от собственного веса, действующая 
на ванту: 1p F= γ . Статически эквивалентная 
нагрузка, распределенная вдоль пролета: 

( )2 1 / cosp p= α . Высота крепления ванты 

( )h Ltg= α . Расстояние между опорами в на-
правлении ванты ( )/ cosl L= α . Горизонтальная 
составляющая растягивающего усилия  
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Амплитуду горизонтальных колебаний вер-
шины пилона принимаем равной максимально-
му нормативному значению отклонения вер-
шины пилона от вертикали [1]: 

 
500

hS = .  

Амплитудно-частотная зависимость систе-
мы, полученная методом гармонического ба-
ланса, приведена на рис. 2. Также на рис. 2 
приведена амплитудно-частотная зависимость, 
полученная в результате численного моделиро-
вания колебаний ванты под действием кинема-
тического возмущения. 

Анализ зависимостей показывает, что частота 
срыва при аналитическом исследовании состави-
ла ср 12,05ω =  рад/с, а при численном моделиро-
вании частота срыва составила ср 11,5ω =  рад/с. 
Сравнивая полученные значения частот, следует 
отметить, что их отличие составляет 5 %. 
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Рис. 2. Амплитудно-частотные зависимости системы: 

20,899α = с–2; 9,881γ = мс–2; 6,654β = м–2с–2; 0,1ε = с–1; 0,14S =  м 
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