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ВЫВОД МАТРИЦЫ ЖЕСТКОСТИ КОНЕЧНОГО ЭЛЕМЕНТА 
СТАЛЕБЕТОННОЙ ПЛИТЫ 

Розглядається бетонна плита з зовнішнім листовим армуванням. До даної плити застосовано предумови тео-
рії «тонких плит». Показано порядок виводу та коефіцієнти матриці жорсткості для прямокутного скінченого 
елемента сталебетонної плити, що розглядається. Кожен вузол має три степені вільності. Для апроксимації пе-
реміщень точок плити в серединній поверхні прийнято поліном четвертого степеня з двома перемінними. 

Рассматривается бетонная плита с внешним листовым армированием. К данной плите применимы пред-
посылки теории «тонких плит. Приводится порядок вывода и коэффициенты матрицы жесткости для прямо-
угольного конечного элемента рассматриваемой сталебетонной плиты. В каждом узле имеется по три степе-
ни свободы. Для аппроксимации перемещений точек плиты в серединной поверхности принят полином 4-й 
степени с двумя переменными. 

The concrete plate with external sheet reinforcing is considered. To the given plate preconditions of the theory of 
«thin plates» are applied. The order of a conclusion and factors of a matrix of rigidity for a rectangular final element of a 
considered steel-concrete plate is resulted. In each unit is present on three degrees of freedom. The polynom of 4-th 
degree with two variables for approximation of movings of points of a plate in a medial surface is accepted. 

В настоящее время разработано множество 
моделей конструкций, учитывающих нелиней-
ность деформирования материалов и особенно-
сти, связанные с образованием трещин в бетоне. 
Отмечая большие достоинства наиболее совер-
шенного метода Н. И. Карпенко [1], следует все 
же указать, что в нем нет отражения особенно-
стей деформирования бетона в условиях двух-
осного напряженного состояния. Допущением 
также является то, что на всех стадиях работы с 
трещинами принимается прямоугольная эпюра в 
сжатой зоне бетона и не учитывается работа 
растянутого бетона над трещиной. Кроме того, 
жесткости элементов при переходе от одной 
стадии в другую (от одной схемы трещин к дру-
гой) претерпевают дискретные изменения, что 
усложняет алгоритм решения и неблагоприятно 
сказывается на сходимости процесса последова-
тельных приближений. 

Целью настоящего исследования является 
разработка конечного элемента прямоугольной 
формы для сталебетонной плиты, свободного 
от отмеченных недостатков. 

Рассматривается бетонная плита с внешним 
листовым армированием. Для данной плиты 
будем считать справедливыми предпосылки 
теории «тонких плит», которые формулируют-
ся следующим образом: напряжения zσ , xzτ , 

yzτ  пренебрежимо малы по сравнению с ос-
новными напряжениями xσ , yσ , xyτ ; прогибы 
малы в сравнении с толщиной плиты; переме-

щения в направлении оси z постоянны по тол-
щине плиты и равны прогибам серединной по-
верхности, которая не испытывает деформаций в 
своей плоскости. 

Функционал полной потенциальной энергии 
системы является основой для решения постав-
ленной задачи. Имея дифференциальные опе-
раторы, связывающие перемещения с напряже-
ниями и деформациями, построим функционал 
полной потенциальной энергии 
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где xyyx MMM ,,  – изгибающие и крутящий 
моменты; xyyx KKK ,,  – кривизны серединной 
поверхности; p  – функция внешней нагрузки; 
w  – функция прогибов по области серединной 
поверхности плиты; dA  – бесконечно малый 
элемент серединной поверхности. 

Уравнения изгиба сталебетонного малого 
элемента (рис. 1) в системе координат х, у име-
ют вид [2] 

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33 2

x x

y y

xy xy

M D D D K
M D D D K

D D DM K

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥= ⋅⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

, (2) 

220



где 

 2 2
11 1 2sin cos ;D D D= ⋅ α + ⋅ α   

 2 2
22 1 2cos sinD D D= ⋅ α + ⋅ α ;  

 13 1 2( ) cos sin
2

D D D α
= − ⋅ α ⋅ ;  

 33 1 2( 2 ) / 4D D D Dµ= + − ;  

 32233113 DDDD === ;   µDDD == 2112 ;  

3 3

2 23(1 ) 3(1 )
i b ti bt

i
b bt

x E x ED = + +
− ν − ν

 

2
0

2
( ) ;
1

s s i i

s

E A h x⋅ − λ
+

− ν
 

 ( )1 2
1
2

D D Dµ µ µ= + ;  

( ) ( )
2 2

2 23 1 3 1
b i j b bt ti tj bt

i
b bt

x x E x x E
Dµ

ν ⋅ ⋅ ⋅ ν ⋅ ⋅ ⋅
= + +

− ν − ν
 

0 0
2

( ) ( )
;

1
s s s i j j

s

E A h x h xν ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅λ
+

− ν
 

 1, 2;i =    2, 1j = ;  

)(),( btbbtb EE νν – соответственно модуль упру-
гости и коэффициент поперечных деформаций 
приведенной среды при сжатии (растяжении); 

ss AE , – соответственно модуль упругости и 
коэффициент поперечных деформаций сталь-
ного листа; iλ – учет влияния податливости 
контакта стального листа с бетоном (податли-
вость связей сдвига); txx, – соответственно вы-
соты сжатой и растянутой зон; −0h  рабочая 
высота сечения. 

 
Рис. 1. Напряжения и деформации  
в сечении сталебетонного элемента 

Уравнения изгиба (2) по внешнему виду 
совпадают с уравнениями изгиба тонких ани-
зотропных железобетонных пластин, но отли-
чаются от этих соотношений побочными ко-
эффициентами. Работа стального листа за 
пределом упругости учитывается методом 
предельных параметров. При этом связь между 
интенсивностью напряжений и деформаций 
принимается по диаграмме одноосного растя-
жения стали. 

Кривизны серединной поверхности в соответ-
ствии с линейной теорией упругости имеют вид: 
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где ),( yxw  – функция прогибов точек плиты в 
ортогональной системе координат х, у. 

При расчете сталебетонной плиты, для опи-
сания работы бетона, использованы диаграммы 
деформирования материалов для различных ви-
дов напряженного состояния, учтена работа бе-
тона с трещинами в растянутой зоне бетона, а 
также податливость связей сдвига на границе 
контакта бетона и стального листа. Для каждого 
конкретного вида напряженного состояния экс-
периментальные диаграммы деформирования 
бетона аппроксимируются аналитической зави-
симостью в виде полинома 4-й степени ( 4=k ): 
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где =i 1, 2; ( ),bi btiσ σ , ( )bi btiε ε  – напряжения и 
деформации в i -м направлении при сжатии 
(растяжении) соответственно; ikA  – коэффици-
енты, определяемые из условия минимума 
квадратичных отклонений экспериментально 
полученных значений напряжений и вычислен-
ные по формулам (4). 

Для дальнейшего рассмотрения примем ко-
нечный элемент прямоугольной формы с две-
надцатью степенями свободы (рис. 2). 

Коэффициенты матрицы жесткости конеч-
ного элемента сталебетонной плиты можно по-
лучить на основании выражения (1). 

221



ZY

X

Mx4, x4

My4, y4
w4, R4

My3, y3

Mx3, x3

w3, R3

My2, y2

Mx2, x2
w2, R2

4 3

2

Mx1, x1

w1, R1

My1, y1 1

b

a

 
Рис. 2. Прямоугольный конечный элемент  

с двенадцатью степенями свободы 

В построении матрицы жесткости важен 
выбор функции аппроксимирующей перемеще-
ния по области конечного элемента.  

В каждом узле прямоугольного конечного 
элемента примем по три степени свободы 
(см. рис. 2): iw  – линейное перемещение по оси 
z, ( / )xi x w xϕ ϕ = ∂ ∂ , ( / )yi y w yϕ ϕ = ∂ ∂ – угловые 
перемещения относительно координатных осей 
х, у. Узловым перемещениям соответствуют 
реакции в дополнительных связях, т. е. сосре-
доточенная сила iR  и сосредоточенные момен-
ты xiM  и yiM . 

Учитывая вид функционала полной потен-
циальной энергии (1), куда входят две произ-
водные прогиба, приходим к выводу, что сте-
пень аппроксимирующего полинома должна 
быть не меньше второй. Тем не менее, для со-
гласования полинома со всеми двенадцатью 
степенями свободы прямоугольного конечного 
элемента заключаем что, для аппроксимации 
перемещений в серединной поверхности плиты 
необходимо принять неполный полином чет-
вертой степени от двух переменных [3]: 
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6 7 8 9c xy c x y c y x c x+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +   

3 3 3
10 11 12c y c x y c y x+ ⋅ + ⋅ + ⋅ ,   (5) 

где 121...cc  – постоянные коэффициенты. 
Принятая аппроксимация перемещений удов-

летворяет наложенным условиям и дифференци-
альному уравнению изгибаемой пластины. 

Далее, устанавливаем связь между постоян-
ными коэффициентами полинома и перемеще-
ниями узлов конечного элемента. Для этого 
формируем систему алгебраических уравнений 
относительно постоянных коэффициентов ic , 
подставляя координаты узлов в функции пере-
мещений. В результате получаем систему из 
12-и линейных уравнений относительно посто-
янных коэффициентов 

ic
, которая в матричной 

форме запишется следующим образом: 

 { } [ ] { }cNq ⋅= , (6) 

где { }q  – вектор узловых перемещений 

 ( 1,2 12)iq i = … ;  

[ ]N  – матрица коэффициентов при неизвестных 

ic ; { }c  – вектор постоянных коэффициентов ic . 
В результате решения системы определяем по-

стоянные коэффициенты функции перемещений 

 { } [ ] { }qNc ⋅= −1 .  (7) 

Решение в виде (7) получить довольно 
сложно ввиду высокого порядка системы (6). 
Поэтому поступим следующим образом. Ап-
проксимирующий полином представим в виде 
суммы произведений координатных функций 
на степени свободы конечного элемента: 

 ∑
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ii qfyxw , (8) 

где if  – координатные функции, распределение 
перемещений, соответствующие iq -й степени 
свободы. 

Представим полином (5) в следующем виде: 
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или { } { }( , )w x y A c= ⋅ , с учетом (7) 

 { } [ ] { }1( , )w x y A C q−= ⋅ ⋅ . (10) 

Из сопоставления выражений (8) и (10) при-
ходим к выводу, что перемножение матрицы-
строки { }A  на обратную матрицу [ ] 1−C  дает в 
результате матрицу-строку из двенадцати ко-
ординатных функций if . 

Далее, определяем коэффициенты матрицы же-
сткости конечного элемента сталебетонной плиты 

 { } { }∫ ∫=
a b

j
T
iij dxdyn

0 0

σε , (11) 

где { }T
iε  – транспонированная матрица деформа-

ций по области конечного элемента от перемеще-
ния 1=iq ; { } jσ  – матрица напряжений по облас-

ти конечного элемента от перемещения 1=jq . 
Далее в результате вычислений по формуле 

(11) получим матрицу жесткости конечного 
элемента сталебетонной плиты: 
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Параметры напряженного состояния конеч-
ного элемента (погонные изгибающий и кру-
тящие моменты) определяются через переме-
щения его узлов. Подставляя в (2) соответст-
вующие вторые производные от функции про-
гиба (8), получим функции погонных 
изгибающих и крутящего моментов ),( yxM x , 

),( yxM y , ),( yxM xy  по области конечного 
элемента. Значения параметров в любой точке 
области конечного элемента находят подста-
новкой координат х и у. 

В соответствии с полученной матрицей же-
сткости выполнен численный расчет сталебе-
тонной плиты размером 1х1 м, толщиной бето-
на 0,05 м и толщиной стального листа 1 мм. 
Полученные результаты хорошо согласуются с 
экспериментальными данными [4]. 
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