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МОДЕЛИРОВАНИЕ ОТНОСИТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 
МАГНИТОЛЕВИТИРУЮЩЕГО ПОЕЗДА 

Обґрунтовано доцільність вивчення відносного руху магнітолевітуючого поїзда з застосуванням матема-
тичного моделювання. Виходячи з результатів аналізу альтернативних варіантів цього моделювання, пока-
зані деякі переваги тензорної методики. Наведено порядок побудови шуканої моделі з її використанням. 

Обоснована целесообразность изучения относительного движения магнитолевитирующего поезда с 
применением математического моделирования. Исходя из результатов анализа альтернативных вариантов 
этого моделирования, показаны некоторые преимущества его тензорной методики. Приведен порядок пост-
роения искомой модели с ее использованием. 

The expediency of studying the relative movement of magnetically levitated train with the use of mathematical modeling 
has been substantiated. Proceeding from results of alternative options of such modeling, advantages of its tensor techniques 
are shown. The order of required model construction with the use of these techniques has been tracked. 

В связи с необходимостью резкой интенси-
фикации пассажирских и грузовых перевозок, 
были созданы транспортные системы с магни-
толевитирующими поездами (МЛП). Эксплуа-
тационные скорости таких поездов, недосягае-
мые для иных видов наземного транспорта, 
весьма остро ставят проблемы их естественной 
и управляемой динамики. Однако процессы, 
протекающие в указанных системах в целом и в 
поездах в частности, слабо поддаются исследо-
ванию (в требуемой полноте и точности) обыч-
ными чисто теоретическими методами.  

Прямой натурный эксперимент над ними 
долог, дорог, часто либо опасен, либо вовсе не-
возможен, так как многие из таких систем су-
ществуют в «единственном экземпляре». Цена 
ошибок и просчетов в обращении с ними недо-
пустимо высока. Поэтому возможно большую 
часть указанных исследований рационально 
выполнять методами математического (шире – 
информационного) моделирования. Оно, как 
известно, сочетает в себе многие достоинства 
как теории, так и эксперимента.  

Работа не с самой системой и процессами в 
ней, а с их моделями дает возможность безбо-
лезненно, относительно быстро и без сущест-
венных затрат исследовать свойства и поведе-
ние исследуемых объектов в любых мыслимых 
ситуациях (преимущества теории). В то же вре-
мя вычислительные (компьютерные, симуляци-
онные имитационные) эксперименты с моделя-
ми объектов позволяют, опираясь на мощь со-
временных вычислительных методов и техни-
ческих инструментов информатики, подробно и 
глубоко изучать те же объекты в достаточной 
полноте, недоступной чисто теоретическим 
подходам (преимущества эксперимента). 

Анализ естественной и, на этой основе, син-
тез управляемой динамики МЛП является од-
ним из основополагающих вопросов при реше-
нии проблем качества такой динамики, а пото-
му – ее безопасности, комфортности для пас-
сажиров и сохранности перевозимых грузов.  

Кроме того, та же динамика определяет со-
бой нагруженность поездных конструкций, а 
также количество и качество использования 
энергии, потребляемой из фидерной линии и 
расходуемой на тягу, путенаправление и под-
вешивание поезда. Все это делает необходи-
мым корректное и достаточно полное модели-
рование динамических процессов, протекаю-
щих в МЛП. Его экипажи являются путена-
правляемыми. Поэтому, как правило, динамику 
такого поезда удобно изучать по отношению к 
пути, над которым он двигается. Такой подход 
облегчает интерпретацию результатов исследо-
ваний и повышает их информативность. В то 
же время координатные триэдры, сопровож-
дающие экипажи в движении и отслеживающие 
поверхность пути, являются неинерциальными: 
их начала имеют отличные от нуля абсолютные 
ускорения, а сами они вращаются. Итак, для 
каждого экипажа МЛП, движущегося по про-
странственному перелому пути, возникает за-
дача динамики относительного движения. 

Механика относительного движения, как 
известно [1], отличается от механики абсолют-
ного движения необходимостью учета, наряду с 
реальными физическими силами, действующи-
ми на рассматриваемую систему, еще и эйлеро-
вых – переносных и кориолисовых – сил инер-
ции. Они, не являясь силами физического взаи-
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модействия [2], зависят исключительно от об-
стоятельств кинематического характера, свя-
занных с выбором конкретной подвижной сис-
темы координат. Третий закон Ньютона для 
них не применим. Поэтому эйлеровы силы 
инерции фактически являются псевдосилами 
[3], удобными воображаемыми понятиями и 
обозначениями, позволяющими придавать мо-
дели относительного движения вид уравнений 
динамического равновесия. 

Решая многие задачи динамики МЛП, рас-
четную схему механической подсистемы его 
экипажа представляют агрегатом абсолютно 
твердых тел, соединенных при помощи связей 
через податливые блоки. В такой постановке, 
модель относительного движения упомянутого 
поезда обычно строится [4–6] с использованием 
уравнений Лагранжа второго рода. При этом, 
согласно отмеченному, к реальным физическим 
возмущениям поезда добавляются эйлеровы 
псевдосилы инерции. Однако в большинстве 
случаев, близких к реальным, рассмотрения 
относительного движения выражения для оп-
ределения значений таких псевдосил весьма 
сложны и громоздки, а корректное построение 
лагранжиана системы с целью получения, с его 
использованием, этих выражений существенно 
затруднено.  

Выход, как правило, находят в явной записи 
упомянутых выражений псевдосил инерции и 
их внесении (наряду с реальными возмущения-
ми) в правые части уравнений относительной 
динамики МЛП. Видимо, подобные ситуации 
имел в виду А. Ю. Ишлинский, отмечая [2], что 
«…уравнения Лагранжа второго рода, столь 
эффективные в теоретических изысканиях, не-
редко оказываются не принципиально услож-
ненными при рассмотрении конкретных задач 
механики систем с несколькими степенями 
свободы…». Положение усугубляется еще и 
тем, что модели динамики относительного дви-
жения, построенные с использованием уравне-
ний Лагранжа, инвариантными относительно 
преобразований координат не являются. Они 
справедливы лишь для обобщенных координат, 
принятых при их составлении. Всякое измене-
ние таких координат требует не преобразова-
ния имеющейся модели движения, а ее корен-
ной перестройки. Это также неудобно в ряде 
исследований. 

Исходя из изложенного, целью настоящей 
работы является разработка методики построе-
ния математической модели относительного 
движения МЛП, свободной от отмеченных не-
совершенств (неизбежных при использовании 

традиционных способов такого построения). 
Методика должна быть ориентирована на мак-
симально возможную автоматизацию моделиро-
вания с использованием современных математи-
ческих методов, а также систем компьютерной 
математики и, благодаря этому, позволять суще-
ственно облегчать процесс и усовершенствовать 
результат анализа естественной динамики рас-
сматриваемого поезда. 

Модель относительной динамики МЛП стро-
ится тензорным методом, свободным от указан-
ных недостатков традиционных путей такого 
построения и, кроме того, обладающим рядом 
дополнительных положительных свойств [7]. В 
качестве основы, упомянутый метод базируется 
на дифференциальных уравнениях пространст-
венного движения опорного тела расчетной 
схемы МЛП в инерциальной системе координат 

[1,3]pOX p∀ ∈ . Последние уравнения известны 
[8], всегда неизменны и имеют вид 

 ,ij ij ij ij ij ijf E Kβ β γ
αβ α βγ αε + ε ε =    , , [1,6]∀α β γ∈ , (1) 

где ,, , , [1,6]ij ijf Eαβ α βγ∀α β γ∈  – ковариантный 
метрический тензор j -го опорного тела рас-
четной схемы i -го экипажа МЛП, а также 
трехиндексный символ Кристоффеля 1-го ро-
да того же тела в координатах [1,6]ij

βε ∀β∈ ; 

, , [1,6]ij ijKβ
αε ∀α β∈  – опорные координаты того 

же тела относительно триэдра [1,3]pOX p∀ ∈ , а 
также соответствующие им обобщенные силы. 

Принимая, например, 
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где [1,3]ijCpx p∀ ∈  – декартовы координаты точ-
ки ijC  – центра масс рассматриваемого тела – в 
триэдре [1,3]pOX p∀ ∈ ; , ,ij ij ijψ θ γ  – эйлеровы 
углы, определяющие взаимную ориентацию 
связанного с телом [1,3]rijCz r∀ ∈  и того же 
инерциального [1,3]pOX p∀ ∈  триэдров, можно 
показать, что 
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55 11 22sin cosij ij ij ij ijf I I= γ + γ ;  

 66 33ij ijf I= , (3) 

где , [1,3]ij ijppm I p∀ ∈  – масса того же опорного 
тела, а также его главные центральные (отно-
сительно осей триэдра [1,3]rijCz r∀ ∈ ) момен-
ты инерции. 

Уравнения (1) имеют [8] тензорную природу. 
Следовательно, они обладают свойством фор-
минвариантности к преобразованиям координат, 
в которых записаны. Поэтому в координатах 

[1,6]ij
κρ ∀κ∈ , определяющих положение того же 

тела относительно неинерциального триэдра 
[1,3]qiQY q∀ ∈ , сопровождающего i -й экипаж в 

его движении относительно поверхности пути 
под ним, движение тела может быть описано 
моделью, получаемой из (1) подстановкой 

 , [1,6]ij
ij ij

ij

β
β κ

κ

∂ε
ε = ⋅ρ ∀β κ∈

∂ρ
 (4) 

и умножением получающихся выражений на 
матрицу преобразования 

 , [1,6]ij
ij

ij

β
β
κ κ

∂ε
τ = ∀β κ∈

∂ρ
. (5) 

Аналогично (2), положение тела в триэдре 
[1,3]qiQY q∀ ∈  может быть определено, напри-

мер, координатами: 
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где , [1,3]ijC ijy ξ
ξ ν ∀ξ∈  – декартовы координаты 

точки ijC  в триэдре [1,3]qiQY q∀ ∈ , а также эй-
леровы углы, определяющие ориентацию отно-
сительно него триэдра [1,3]rijCz r∀ ∈ . 

Тогда из (2), (5) и (6) следует, что 
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В то же время из кинематических соображе-
ний заключаем, что 

 ( ), , , [1,3]u u v w
ij ij ij i u v wλ = λ ν χ ∀ ∈ , (8) 

где [1,3]w
i wχ ∀ ∈  – эйлеровы углы, определяющие 

взаимную ориентацию триэдров [1,3]qiQY q∀ ∈  и 

[1,3]pOX p∀ ∈ . Можно принять, например, что 
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где * * *, ,i i iψ θ γ  – углы, определяющие конфигу-
рацию пути под i -м экипажем МЛП. 

Считая путь склерономным, получаем 

 ( ) [1,3]i i iQwϑ ϑχ = χ ∀ϑ∈ , (10) 

где iQw  – расстояние, пройденное точкой iQ  
вдоль оси пути за интервал наблюдения движе-
ния поезда. 

Из (4) следует, что 
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 , [1,6]ij
ij ij ij ij

ij

β
β κ β κ

κκ

∂ε
ε = ⋅ρ = τ ⋅ρ ∀β κ∈

∂ρ
. (11) 

Тогда 

 , [1,6]ij ij ij ij ij
β κ β κ β

κ κε = ρ ⋅ τ + ρ ⋅ τ ∀β κ∈ . (12) 

В последних выражениях, исходя из (5), 
(2)

ij ijn
ij ij n

ij ij ij

d
dt

β β
β
κ κ κ

∂ε ∂ ε
τ = = ρ ⋅ =

∂ρ ∂ρ ∂ρ
 

, , [1,6]n
ij ijn

ij
nβ

κ
∂

ρ ⋅ τ ∀β κ ∈
∂ρ

.   (13) 

После подстановки выражений (11)–(13) в 
модель (1), она приобретает вид 

n
ij ij ij ij ij ijn

ij
f κ β κ β
αβ κ κ

⎛ ⎞∂⎜ ⎟⋅ ρ ⋅ τ + ρ ⋅ρ ⋅ τ +
⎜ ⎟∂ρ⎝ ⎠

 

, , , , , [1,6]n
ij ij ij ijn ij ijE K nβ γκ
α βγ κ ατ ρ τ ρ = ∀α β γ κ ∈    (14) 

Умножая эти уравнения на ijp
ατ , со сверткой 

по α , модель движения опорного тела относи-
тельно триэдра [1,3]qiQY q∀ ∈  получаем в виде: 

  ,
n

ijp ij ijp n ij ij ijpg Tκ κ
κ κρ + Γ ρ ρ =   , , [1,6]p n∀ κ ∈ ; (15) 

 ijp ij ijp ijg f α β
κ αβ κ= τ τ ;  
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⎪Τ =Κ τ ⎬
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⎪
⎭

 (16) 

где ,, , , , [1,6]ijp ijp n ijpg p nκ κΓ Τ ∀ κ ∈  – ковариант-
ный метрический тензор рассматриваемого 
тела, его трехиндексный символ Кристоффеля 
1-го рода в координатах [1,6]ij

κρ ∀κ∈ , а также 
соответствующие этим координатам обоб-
щенные силы. 

В модели (15), (16), как известно [8], 

, 0,5 ijp ijpn
ijp n n

ij ij

g gκ
κ κ

⎛ ∂ ∂
⎜Γ = + −
⎜ ∂ρ ∂ρ⎝

  

ij n
p
ij

g κ ⎞∂
⎟−
⎟∂ρ ⎠

  ]6,1[,, ∈∀ np κ .   (17) 

Итак, модель (15)–(17) описывает относи-
тельное движение свободного опорного тела 
расчетной схемы экипажа МЛП в неинерциаль-
ном триэдре [1,3]qiQY q∀ ∈ . 

До объединения в агрегат, являющийся рас-
четной схемой поезда, входящие в нее тела ни-
чем не соединены, их движения ничем не стес-
нены и конфигурация этой совокупности в три-
эдрах [1, ], [1,3]qiQY i N q∀ ∈ ∈  может быть опре-
делена опорными координатами 

 [1,6 ]Nβξ ∀β∈ Η , (18) 

где N,Η  – число опорных тел в расчетной схе-
ме экипажа, а также таких экипажей в поезде. 

После сопряжения в агрегат, на движения 
тел расчетной схемы МЛП накладываются ог-
раничения, формализуемые уравнениями свя-
зей, которые будем считать склерономными 
голономными 

 ( ) [1,6 ], [1, ]N Lβ β λξ = ξ η ∀β∈ Η λ∈ , (19) 

где [1, ],L Lλη ∀λ  – обобщенные координаты, 
принятые для описания движения рассматри-
ваемой системы и их число. 

Таким образом, способ сопряжения тел в аг-
регат, являющийся расчетной схемой МЛП, 
может быть описан структурной матрицей [7] 
этого агрегата 

 [1,6 ], [1, ]s N L
β

λ
∂ξ

= ∀β∈ Η λ∈
∂η

. (20) 

Пользуясь координатами (18), движение со-
вокупности тел, входящих в расчетную схему 
МЛП, может быть описано моделью, являю-
щейся совокупностью уравнений вида (15): 

,b Uβ β γ
αβ α βγ αξ + Β ξ ξ =   , , [1,6 ]N∀α β γ∈ Η ; (21) 

 

, ,

{ }

{ }

, , [1,6 ];

[1, ]; [1, ];

, , [1,6],

ijp

ijp n

T
ijp

b diag g

diag

U

N

i N j

p n

αβ κ

α βγ κ

α

⎫⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎪
⎪⎡ ⎤Β = Γ⎣ ⎦ ⎪
⎪⎪⎡ ⎤= Τ⎣ ⎦ ⎬
⎪∀α β γ∈ Η ⎪
⎪∈ ∈ Η
⎪
⎪κ ∈ ⎭

 (22) 

где ,, , , [1,6 ]b Nαβ α βγΒ ∀α β γ∈ Η  – ковариантный 
метрический тензор совокупности и ее трехин-
дексный символ Кристоффеля 1-го рода в коор-
динатах [1,6 ]Nβξ ∀β∈ Η ; [1,6 ]U Nα∀α∈ Η  – соот-
ветствующие им обобщенные силы. 
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Уравнения (21), как и их составляющие – 
уравнения (15), являются тензорными. Поэтому 
они форминвариантны относительно преобра-
зований координат, в которых записаны. То 
есть могут быть (без изменения формы) преоб-
разованы к записи в координатах [1, ]Lλη ∀λ . 
Для этого (аналогично преобразованию урав-
нений (1) в модель (15)) воспользуемся струк-
турной матрицей (20) расчетной схемы МЛП, а 
также выражениями: 

 [1,6 ];N
β

β λ
λ

∂ξ
ξ = ⋅η ∀β∈ Η

∂η
   [1, ];Lλ∈  (23) 

β
β λ

λ
∂ξ

ξ = η +
∂η

  

2 β
λ µ

λ µ
∂ ξ

+ η η
∂η ∂η

 [1,6 ]; , [1, ]N L∀β∈ Η λ µ∈ ,   (24) 

непосредственно следующих из уравнений (19) 
связей, наложенных на тела этой схемы. После 
умножения уравнений (21) на матрицу (20) (со 
сверткой по «немым» индексам), а также под-
становки в них соотношений (23) и (24), модель 
движения МЛП в координатах [1, ]Lλη ∀λ , то 
есть относительно неинерциальных триэдров 

[1, ], [1,3]qiQY i N q∀ ∈ ∈ , получаем в виде: 

 ,c C Yµ µ ν
λµ λ µν λη + η η =    , , [1, ]L∀λ µ ν∈  (25) 

c b
α

λµ αβ λ
∂ ξ

= ⋅ ×
∂ η

 

β

µ
∂ ξ

×
∂ η

   , [1,6 ]; , [1, ];N L∀α β∈ Η λ µ∈    (26) 

2

,C b
α β α β

λ µν αβ λ λ ν λ µ
∂ξ ∂ ξ ∂ξ ∂ξ

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
∂η ∂η ∂η ∂η ∂η

 

,

γ

α βγν
∂ξ
⋅ ⋅Β
∂η

 , , [1,6 ];N∀α β γ∈ Η , , [1, ];Lλ µ ν∈   (27) 

  , , [1,6 ];Y U N
α

λ αλ
∂ξ

= ∀α β γ∈ Η
∂η

  [1, ]Lλ∈ , (28) 

где ,, , , , [1, ]c C Y Lλµ λ µν λ∀λ µ ν∈  – ковариантный 
метрический тензор расчетной схемы поезда, ее 
трехиндексный символ Кристоффеля 1-го рода 
в координатах [1, ]Lλη ∀λ , а также соответст-
вующие обобщенные силы. 

Аналогично (17), 

, 0,5
c cC λµ λν

λ µν ν µ

∂⎛ ∂
= + −⎜

∂η ∂η⎝
 

cµν
λ

∂ ⎞
− ⎟
∂η ⎠

   , , [1, ]L∀λ µ ν∈ .   (29) 

Вывод 

Как следует из изложенного, построение мо-
дели (25), (26), (28), (29) требует использования 
лишь операций матричной алгебры. Они реали-
зовались программно с использованием сим-
вольного компонента системы компьютерной 
математики Mathematica 5. Поэтому такое по-
строение происходит в полностью автоматиче-
ском режиме, имея своим итоговым результатом 
явные выражения всех элементов указанной мо-
дели (которые не приводятся ввиду громоздко-
сти). При этом, благодаря синтетичности учета 
функционально-структурной организации МЛП, 
в полученных уравнениях модели его относи-
тельного движения автоматически учтены все 
члены, отражающие истинное динамическое 
силовое равновесие в системе. Рассмотрение 
псевдосил инерции при этом не требуются.  

Упомянутые уравнения снова являются тен-
зорными. Поэтому при возникновении такой 
надобности они без фундаментальной пере-
стройки, преобразуемы (согласно изложенному 
алгоритму) не только к любой иной удобной 
для какого-либо исследования системе обоб-
щенных координат (в которой они записаны), 
но и структуре расчетной схемы исследуемого 
объекта. Это, наряду с прочими достоинствами, 
обеспечиваемыми современными системами 
компьютерной математики [9], позволяет об-
легчить и усовершенствовать комплекс иссле-
дований, связанных с анализом естественной и, 
на этой основе, синтезом требуемой управляе-
мой динамики МЛП. 
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