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ЦЕЛОЧИСЛЕННАЯ ВЕКТОРНАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ В ЗАДАЧЕ 
ОПРЕДЕЛЕНИЯ РАЦИОНАЛЬНОЙ КОМПОЗИЦИИ 
ПАССАЖИРСКИХ ПОЕЗДОВ 

Запропонований алгоритм для визначення цілочисельного розв’язання задачі векторної оптимізації для 
опуклих функцій. 

Предложен алгоритм для определения целочисленного решения задачи векторной оптимизации для вы-
пуклых функций. 

An algorithm for determination of integer solution of the task of vector optimization for convex functions is  
offered. 

Реальные задачи инженерной практики и 
экономики выдвигают задачи, основной чертой 
которых является разумное (рациональное) ис-
пользование ресурсов. Часто требуется, чтобы 
компоненты решения такого класса задач вы-
ражались в целых числах, т. е. были целочис-
ленными. К ним относятся, например, задачи, в 
которых переменные означают количество 
единиц неделимой продукции, число станков 
при загрузке оборудования, число судов при 
распределениях по линиям, число турбин в 
энергосистеме, число вычислительных машин в 
управляющем комплексе и многие другие. 

Традиционно задача целочисленного линей-
ного программирования решается методом Го-
мори или методом ветвей и границ [1, 2]. 

Рассмотрим задачу векторной оптимизации 
по двум показателям 1( )f x  и 2 ( )f x , где x  – из 
множества целых чисел Z ; 1( )f x , 2 ( )f x  – вы-
пуклые функции. 

Тогда математическая модель задачи цело-
численной векторной оптимизации представля-
ет собой: 

 1

2

( )
min

( )
f x
f x

⎛ ⎞
→⎜ ⎟

⎝ ⎠
, (1) 

а на значение x  накладывается условие 
x X Z∈ ⊆ . 

Изучение решения и устойчивости подобно-
го рода задач рассматривается в [3 − 6]. 

Рассмотрим одномерный случай и задачу 
целочисленной оптимизации с одной выпуклой 
функцией ( )f x . 

Решение задачи может оказаться как цело-
численным, так и нет. 

Тогда для определения целочисленного ре-
шения можно рассмотреть следующий алго-
ритм 

Пусть *x  – решение  задачи ( ) minf x → , 
необязательно целое. 

В случае, если *x  – целое, задача решена, 
иначе целочисленное решение *x⎡ ⎤⎢ ⎥  будет на-

ходиться в интервале * *[ 1, 1]x x− + , см. рис. 1. 
Обозначим, через *x  – целое решение, ко-

торое лежит в интервале * *[ 1, ]x x− ; *x  – целое 
решение, которое лежит в интервале * *[ , 1]x x + . 

Для выбора оптимального решения необхо-
димо выбрать * *min( ( ), ( ))f x f x . 

 
Рис. 1. Интервал определения целочисленного  

решения 

Пусть *x X∈  − решение задачи (1) из мно-
жества 1X R⊆ . 
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Для определения целочисленного решения 
задачи векторной оптимизации в интервале 

* *[ 1, 1]x x− +  воспользуемся теоремой 1 из [7]. 
Для этого сформируем вариационные урав-

нения: 
1. В случае одной переменной интервал 

поиска целочисленного решения представляет 
собой рис. 2., 

 
Рис. 2. Интервал определения целочисленного ре-
шения в случае одной независимой переменной 

а вариационные уравнения будут следующими 
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Число уравнений составит 2. 
2. В случае двух переменных интервалы 

поиска целочисленного решения представляет 
собой рис. 3. 

 
Рис. 3. Интервалы определения целочисленного ре-

шения в случае двух переменных 
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Число уравнений – 4. 
3. Для трех переменных (см. рис. 4).  

Число уравнений составит 6 и т. д. 

 
Рис. 4. Интервалы определения целочисленного ре-

шения в случае трех переменных 

Для n  переменных в общем виде вариаци-
онные уравнения по ix  компоненте можно за-
писать как 
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Число уравнений в данном случае составит 2n.  
Решая данные уравнения для 0 < λ < ∞ , по-

лучаем множества целочисленных значений по 
каждой компоненте, которые удовлетворяют 
решению задачи (1). 

Рассмотрим задачу из [8] определения ра-
циональной композиции пассажирского поезда. 
Математическая модель данной задачи пред-
ставляет собой задачу векторной оптимизации 
с линейными ограничениями. Число мест, про-
даваемых в поезд, может принимать только це-
лочисленное значение. Поэтому задачу можно 
сформулировать в следующем виде: 

Пусть по маршруту следования пассажир-
ского поезда имеется n  станций, включая стан-
цию отправления и станцию прибытия. В слу-
чае, когда каждый тип вагонов рассматривается 
независимо, имеем 

( , )ijf x t  – плотность вероятностей распреде-
ления спроса на поездки из iA  в jA  в момент 
времени t  ( t  – день недели); 

( )ij tξ  – математическая модель спроса на 
поездки из i jA A→  в момент t  (при фиксиро-
ванном t  ijξ  – случайная величина); 

( )ijy t  – число мест, которые могут быть 
проданы в iA  для поездки в jA  в момент вре-
мени t ; 
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ijc  – себестоимость одного места в поезде 
от станции iA  до jA ; 

ijp  – цена билета от iA  до jA . 
Зафиксировав t  и рассматривая каждый тип 

вагонов независимо, функция потерь представ-
ляет собой  
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Функция прибыли имеет вид 

)

1

2
1 1

( ) (1 ( ))

.

ij

ij

yn n

ij ij ij ij ij
i j i a

ij ij

F p xf x dx y F y

c y

−

= = +

⎛ ⎛ ⎞
⎜ ⎜ ⎟= + − −
⎜ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝

−

∑ ∑ ∫  

Желание сделать потери 1F  как можно 
меньше, а прибыль 2F  как можно больше при-
водит к задаче векторной оптимизации 
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где 

12 13 1 23 24 2 1( , ,..., , , ,..., ,..., )n n n nY y y y y y y y −= . 

Под решением задачи (2−3) будем понимать 
набор *Y Z∈  (где Z  – множество целых чисел), 
такой, что любое * *y Y∈  является эффектив-
ным. 

В качестве алгоритма решения поставлен-
ной задачи можно рассмотреть следующий: 

1. Определить множества целых значений 
по каждой компоненте, которые будут удовле-
творять решению задачи (2). 

2. Решить задачу (2−3), применяя метод па-
раметризации Парето решения, как описано в 
[9], с учетом принадлежности полученного ре-
шения целочисленным множествам, опреде-
ленных на первом этапе. 

Рассмотрим случай с тремя станциями, 
включая станцию отправления и станцию при-
бытия. 

Пусть спрос распределен по равномерному 
закону. 

Тогда функция потерь представляет собой 
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Функция прибыли будет иметь вид 
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где N  – общее число мест в поезде (в нашем 
случае для одного типа мест); 

 ija  – соответствует минимальному спросу 
для поездки из i jA A→ ; 

 ijb  – соответствует максимальному спросу 
для поездки из i jA A→ . 

Для определения целочисленного решения 
задачи (2−3) воспользуемся алгоритмом, опи-
санным выше. 

Составим вариационные уравнения, число 
которых в нашем случае составит 6. 
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( )
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Из которых определяем ijy  как функции λ . 

Т. е. в нашем случае определяем 12 ( )y λ , 13 ( )y λ , 

23( )y λ . 
Перебирая 0 < λ < ∞ , находим множества 

целых значений для каждого из ijy , которые 
будут являться исходными множествами целых 
значений для отбора тех решений, которые 
должны удовлетворять условию (3). 

Далее, решаем задачу (2−3) как в [9] с уче-
том принадлежности полученных решений 
множествам целочисленных решений, полу-
ченных на предыдущем этапе. 

Рассмотрим численный пример из [9]. 
Пусть 3n = . 
Минимальный спрос на поездки по станци-

ям отобразим в матрице A , каждый элемент 
которой представляет собой минимальный 
спрос из i -ой станции (где i  – номер строки) 
до j -ой станции (где j  – номер столбца). 

0 5 10
0 0 1

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Максимальный спрос на поездки по станци-
ям отобразим в матрице B , каждый элемент 
которой представляет собой максимальный 
спрос из i -ой станции (где i  – номер строки) 
до j -ой станции (где j  – номер столбца). 

0 20 35
0 0 10

B ⎡ ⎤
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⎣ ⎦

. 

Количество мест в поезде 55S = . 
Рентабельность принимаем равной 30 % ,  

т. е. 1,3ρ = . 
Цена за проезд из i -ой станции до j -ой 

станции отобразим в матрице P  

0 1 2
0 0 1

P
⎡ ⎤
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⎣ ⎦

. 

Для нашего примера целевые функции 
имеют вид: 

Функция потерь: 
2 2
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Функция прибыли: 

2 2
2 12 12 13

2
13 23 23

=-0.0333 0.5641 0.04

1.2615 0.0556 0.3419 4.8889 .

F y y y

y y y

+ − +

+ − + −
 

Ограничения представляют собой 
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На первом этапе решим задачу (2) без учета 
ограничений (3) для определения множеств це-
лочисленных значений, решение которой дает 
следующие множества 

*
12 {9,10,11,12,13,14}Y = ; 

*
13 {17,18,19,20,21,22,23,24,25}Y = ; 

*
23 {4,5,6,10,20,30,40,100}Y = . 

На втором этапе решения задачи, с учетом 
полученных ранее множеств интервалы для 
выбора целочисленных значений, удовлетво-
ряющих ограничениям (3), представляют собой 
(рис. 5): 

[ ]12 ( ) 9,  13y λ ∈ ; 

[ ]13( ) 17,  24y λ ∈ ; 

[ ]23( ) 4,  6y λ ∈ . 

что исключает (при использовании правил ок-
ругления) для 12y  число мест – 8; для 13y  число 
мест – 16; для 23y  число мест – 3 (см. решение, 
полученное в [9]). 

 
Рис. 5. Решение задачи 

Данный метод позволяет определять цело-
численное решение задачи векторной оптими-
зации для целевых функций, которые являются 
выпуклыми. 
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