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ПРИМЕНЕНИЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ МЕТОДОВ К РАСЧЕТУ 
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ ДВУХ- И ТРЕХМЕРНЫХ 
СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ 

Для дослідження просторових коливань стрижневих та балкових конструкцій з розподіленими парамет-
рами застосовуються методи, які основані на теорії скінчених графів та автоматів. Показана висока ефекти-
вність топологічного аналізу графів, які являють собою дво- та тривимірні стрижневі системи. Отримані 
характеристичні рівняння для сумісних коливань ортогональної системи перехресних балок з жорстким вуз-
ловим з’єднанням. 

Для исследования пространственных колебаний стержневых и балочных конструкций с распределенны-
ми параметрами применяются методы, основанные на теории конечных графов и автоматов. Показана высо-
кая эффективность топологического анализа графов, представляющих двух- и трехмерные стержневые сис-
темы. Получены характеристические уравнения для совместных колебаний ортогональной системы 
пересекающихся балок с жестким узловым соединением.  

The methods based on the theory of terminating graphs and finite state machines are applied to examination of 
the space oscillations of rod and beam constructions with distributed parameters. The high performance of topologi-
cal analysis of the graphs representing two-and three-dimensional rod systems is demonstrated. The secular equa-
tions for joint oscillations of the orthogonal system of intercrossed girders with rigid nodal junction are obtained. 

Различные системы пересекающихся стерж-
ней и балок находят широкое применение в 
мостостроении, гражданском и промышленном 
строительстве. Однако вопросам динамическо-
го расчета пространственных разветвленных 
конструкций посвящено сравнительно мало 
литературы, что объясняется сложностью зада-
чи и гораздо большими трудностями ее реше-
ния, чем для одномерных стержневых систем. 
Наиболее значительные результаты в решении 
этой проблемы, которая заключается прежде 
всего в определении параметров собственных 
колебаний, приведены в работах [1 – 7]. 

Обычно, ввиду сложности уравнений, полу-
чаемых точными методами для систем с рас-
пределенными параметрами, многие авторы 
предпочитают применять приближенные мето-
ды расчета или же приближенные расчетные 
схемы. Большинство из них основано на замене 
распределенной массы конструкции сосредото-
ченными массами, расположенными в узлах 
решетки [1, 7]. В этом случае стержни, обра-
зующие перекрестную систему, можно считать 
безынерционными с конечным числом степе-
ней свободы. Кроме того, работы по расчету 
колебаний пересекающихся балок в большин-
стве случаев содержат предположение о незна-
чительности влияния жесткости кручения 
стержней, а в рамных системах пренебрегают 
деформациями ригелей и стоек в продольном 
направлении. 

Упрощение уравнений может быть также 
достигнуто для многократно симметричных 
систем, в которых граничные условия допус-
кают периодические продолжения в каждом из 
направлений. Так, в работе [3] получены анали-
тические решения в замкнутой форме для част-
ного случая регулярной системы невесомых 
балок с одинаковыми массами в узлах решетки 
и шарнирным опиранием по контуру. В [8] ана-
логичная задача решена для балок с распреде-
ленными параметрами, а в [9, 10] – для регу-
лярных рамных конструкций. 

В отличие от простых стержневых конст-
рукций, в малом частотном диапазоне каждой 
зоны сгущения пересекающихся балок нахо-
дится большое количество близких друг к дру-
гу значений собственных частот [8]. Наличие 
такой плотности затрудняет точное определе-
ние всего спектра корней частотных уравнений, 
а в области кратных частот становится практи-
чески невозможным [2]. По той же причине 
ограничено применение приближенных мето-
дов, особенно для определения высших частот. 
Упрощение вычислений за счет сокращения 
числа удерживаемых членов ряда или измене-
ния расчетных схем приводит к пропуску ряда 
значений частот и снижает точность получае-
мых результатов с накоплением существенных 
погрешностей по мере роста номера формы ко-
лебаний. 
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Наряду с традиционными методами, позво-
ляющими рассчитывать свободные и вынуж-
денные колебания таких конструкций, все бо-
лее широкое применение находят тополо-
гические методы, связанные с исследованиями 
структуры графа, который описывает стержне-
вую систему [11 – 14]. Появилась возможность 
использовать лишь логические операции для 
установления прямой взаимосвязи структуры 
разрешающих уравнений со структурой рас-
считываемой конструкции. В работах [15, 16] 
показана высокая эффективность алгоритмов 
расчета пространственных колебаний стержне-
вых систем, основанных на использовании ко-
нечных графов и автоматов. 

Целью данной статьи является детализация 
указанного выше подхода в расчетах связанных 
колебаний двух- и трехмерных стержневых 
систем с распределенными параметрами. 

В общем случае рассматриваемые системы 
представляют собой конструкции, составлен-
ные из пересекающихся под прямым углом не-
разрезных балок, жестко соединенных в местах 
пересечений (рис. 1). Каждый из пролетов той 
или иной балки может иметь свою длину l , 
равномерно распределенную массу µ , жестко-
сти при изгибе, растяжении-сжатии, кручении 
EJ , EF , кGJ , а также собственную (локаль-
ную) систему координат, совпадающую по на-
правлениям с глобальной системой декартовых 
координатных осей x , y , z  [15, 16]. Балки ка-
ждого из направлений могут иметь любое ко-
нечное число пролетов n , m , p  и произволь-
ные однородные граничные условия. 

 
Рис. 1 

В случае пространственных колебаний на-
чальные (НП) и концевые (КП) граничные па-
раметры стержня будут представлены переме-
щениями в направлении осей x , y , z  – xu , yu , 

zu , углами поворота сечения xϕ , yϕ , zϕ , внут-

ренними моментами xM , yM , zM  и силами 

xN , yN , zN . 
В соответствии с существующей классифи-

кацией [1], к двумерным системам относятся 
системы перекрестных балок, стержневых 
плит, плоских рам и т. д. 

Вначале рассмотрим простой пример для 
свободных изгибных колебаний из плоскости 
xz  двух шарнирно опертых по концам призма-
тических балок постоянного сечения, пересе-
кающихся в центрах пролетов (рис. 2). Соеди-
нение балок в пересечении принято в виде 
двухмерного шарнира, что позволяет на этом 
этапе не принимать во внимание сопротивле-
ние скручиванию взаимно ортогональных ба-
лок при их изгибе. 

 
Рис. 2 

В этом случае 1i j= = ; 2n m= = ; 

1 2s s sl l l= = ; 1 2s s sµ = µ = µ ; 1 2s y s y syλ = λ = λ ;  

1 2s z s z szEJ EJ EJ= = ; 1s =  для продольных ба-
лок, расположенных вдоль оси x , 2s =  – для 
поперечных балок. Граничные условия стерж-
ней определяются параметрами { yu , zϕ , zM , 

}yN . 

Согласно [16] представим данную стержне-
вую систему в виде связного графа yG , множе-
ство вершин которого включает подмножества 
НП и КП каждого стержня (рис. 3). 

 
Рис. 3 

Рассмотрим возможные состояния подгра-
фов 1

yG  и 2
yG , получающихся в результате 

рассечения связей между параметрами 1yu , 2 yu  
и 1yN , 2 yN  в графе yG  (пунктирная линия на 
рис. 3). Будем различать два типа связей: внеш-
ние и внутренние. Внешние относятся к связям 
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между подграфами графа yG , а внутренние – 

между элементами подграфов 1
yG , 2

yG . Рассе-
чение внешних связей создает по две дополни-
тельные вершины для 1

yG  и 2
yG , каждая из 

которых может принимать либо фиксированное 
значение 0 , либо произвольное 1. Учитывая 
логические условия и ограничения [15] между 
связанными вершинами графа yG , подграфы 
1

yG  и 2
yG  можно представить отдельными 

схемами, на которых показаны только вершины 
и ребра стыкующихся аналогов-стержней и со-
стояния I , II  подграфов (рис. 4а, б). 

 
Рис. 4 

Далее алгоритм построения уравнений час-
тот будет аналогичным, как и для одномерных 
стержневых систем. Определение возможных 
состояний системы, кодов НП и КП отдельных 
стержней, значений характеристических функ-
ций удобно проводить с помощью таблиц пере-
ходов, в которых сопрягаемые параметры обо-
значены одинаковыми буквенными символами 
(табл. 1). 

Таблица  1  
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Следует также отметить, что придание вер-

шинам внешних связей (ребер) 1
yG  ( 2

yG ) зна-
чений кодов 00  или 11  является неприемле-

мым, так как такое сочетание приводит к 
нарушению баланса между количеством произ-
вольных и фиксированных параметров для 
внутренних связей между стержнями каждого 
из направлений [15]. 

Уравнение частот в данном случае пред-
ставляется в форме ортогональности двух век-
торов с характеристиками стержней системы 
11 , 12 , 21, 22  
 1 2 0VV = , (1) 

где 1 11 12 11 12V v v v v′ ′= ; 21 22
2

21 22

v v
V

v v
=

′ ′
. 

Выбирая значения функций zf  из табл. 2 
[15] в соответствии с кодами НП и КП стерж-
ней системы (рис. 2) каждого из состояний I , 
II  подграфов 1

yG  и 2
yG  (табл. 1), приходим к 

матрице-строке 11v , элементы которой соответ-
ствуют строке матрицы xyM  [15] с кодом гра-
ничных условий начала стержня 11  – 0101  

3 2
1 1 1

11 1 1 13 2
11 1 1 yz y y

l l lv A B C
EJ

=
λλ λ

 

 1 11
1 1 1

1 1

z y

y

EJl C D A
l
λ

−
λ

. (2) 

Матрица-столбец 12v , удовлетворяющая ко-
дам шарнирного закрепления конца стержня 
12  и полному перебору его булевых функций 
НП, состоит из шести элементов столбца с ко-
дом 0101  матрицы xyM  обычного участка бал-
ки 

1 1 1
12 1 1 1

1 1

z y

y

EJ lv A D C
l

⎧ λ⎪= −⎨ λ⎪⎩
 

 
2 3

1 1 1
1 1 12 3

1 1 1 1y y z y

l l lC B A
EJ

⎫⎪
⎬λ λ λ ⎪⎭

. (3) 

Соответственно, для матриц 21v , 22v  (коды 
НП стержня 21  и КП стержня 22  – 0101) 
можно записать 

3 2
2 2

21 2 23 2
2 2 2z y y

l lv A B
EJ

=
λ λ

;  

 
2 3
2 2

22 2 22 3
2 2 2y z y

l lv B A
EJ

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
λ λ⎪ ⎪⎩ ⎭

. (4) 

Значения векторов 11v′ , 12v′ , 21v′ , 22v′  опреде-
ляются совершенно аналогично. 
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Подставляя в (1) значения (2) – (4), после 
преобразований приходим к уравнению 

 
3 3
1 1 21 2
3 3

1 22 2 1

0y z

y z

J lA A
D DJ l

λ
+ =
λ

. (5) 

Раскрывая значения функций 1A , 1D , 2A , 

2D  [15], окончательно получим 

 ( ) ( )
3

1 141 1 2 23
2 2

th tg th tg 0z
y y y y

z

J
J

µ
λ − λ + λ − λ =

µ
. (6) 

Уравнение (6) в точности совпадает с час-
тотным уравнением [4], полученным методом 
деформаций. 

Нахождение решений для других сочетаний 
граничных условий закрепления балок не пред-
ставляет затруднений и сводится лишь к вы-
борке соответствующих кодам НП и КП балок 
элементов строк или столбцов матрицы xyM . 

Теперь рассмотрим совместные изгибно-
продольные (в плоскости xz ) и изгибно-
крутильные (из плоскости xz ) колебания той 
же системы перекрестных балок (рис. 2) с же-
стким узловым соединением. 

При изгибно-продольных колебаниях балок 
вершины графа GL  [16] соответствуют гра-
ничным параметрам { xu , zu , yϕ , yM , zN , 

}xN , а при изгибно-крутильных колебаниях, 
моделируемых графом GT , – { xϕ , yu , zϕ , 

zM , yN , }xM . С учетом малости перемещений 
и идеальной упругости материала балок вы-
полняется принцип суперпозиции в пределах 
каждого стержня [17]. Напряженно-
деформированное состояние стержней при из-
гибе не связано с их состоянием при растяже-
нии-сжатии или кручении. Это обстоятельство 
позволяет рассматривать изгибные колебания 
балок одного направления при продольных или 
крутильных колебаниях ортогональных им ба-
лок, а также провести декомпозицию графов 
GL  и GT  на компоненты, соответствующие 
каждому из видов колебаний. Граф GL  пред-
ставлен на рис. 5, а его подграфы 1

zG , 2
zG , 

1
xG , 2

xG , получаемые после разделения GL  на 
компоненты и рассечения внешних связей, – на 
рис. 6. 

 
Рис. 5 

 
Рис. 6 

Коды начальных и конечных граничных па-
раметров, входящих в систему стержней и со-
стояния подграфов GL  приведены в табл. 2. 

Входящие в уравнение (1) вектора 1V  и 2V  
можно представить в следующем виде 

 
{ }

1 11 12 11 12 11 12 11 12

2 21 22 21 22 21 22 21 22

;

,

V v v v v u u u u

V u u u u v v v v

′ ′ ′ ′=

′ ′ ′ ′=
 (7) 

или 

 1 1 1V v u= ; 2
2

2

u
V

v
= , (8) 

где 1v , 2v  и 1u , 2u  обозначают векторы, харак-
теризующие изгибные и продольные колебания 
каждой из балок соответственно. 

Выражения 11v , 12v , 21v , 22v  получаются из 
(2) – (4) путем замены 1zEJ , 2zEJ  на 1yEJ , 

2 yEJ  и 1yλ , 2 yλ  на 1zλ , 2zλ . 
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Таблица  2  

I II III IV sν  
xν  11 12 21 22 11 12 21 22 11 12 21 22 11 12 21 22 
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1 
Возможные сочетания кодов табл. 2 для 

подграфов 1
xG  и 2

xG , описывающих продоль-
ные колебания балок, и соответствующие им 
значения круговых функций [15] позволяют 
записать: 

 

11 1 1
1 1

1

12
1

1 1

1 sin cos ;

cos
;1 sin

x x
x

x

x
x

u

u

= λ λ
α λ

λ
=

λ
α λ

 (9) 

 21 22 2
2 2

1 sin x
x

u u= = λ
α λ

. (10) 

Аналогичные выражения получаем для век-
торов 11u′ , 12u′  и 21u′ , 22u′ . 

Раскрывая элементы матриц (7) в уравнении 
(1), после преобразований приходим к выраже-
нию 

2
1

1 1 2 22
2 21

2
2

2 2 1 12
1 12

1 sin cos

1 sin cos

x x
xz

x x
xz

l B D

l B D

λ λ
α λλ

+
λ λ

α λλ

 

( )

( )

3
2

1 2 23
1 1 2 2

3
1

2 1 13
2 2 1 1

1 tg th tg
0

1 tg th tg

x z z
x x y z

x z z
x x y z

l
EJ

l
EJ

λ − λ − λ
α λ λ

+ =
λ − λ − λ

α λ λ

. (11) 

Построение графа GT , таблицы переходов 
и частотного уравнения для совместных изгиб-
но-крутильных колебаний пересекающихся ба-
лок будет аналогичным. Изменение граничных 
условий закрепления концов балок учитывается 
формальным путем в значениях кодов НП, КП 
стержня. 

К трехмерным стержневым системам отно-
сятся рамные пространственные каркасы, 
стержневые оболочки, пространственные фер-
мы и другие подобные им конструкции. 

В качестве примера рассмотрим совместные 
колебания трех ортогонально расположенных 
друг к другу пересекающихся континуальных 
балок с жестким узловым соединением (рис. 7). 
Продольные оси балок совпадают по направле-
ниям с главными координатными осями x , y , 
z  (рис. 1). 

 
Рис. 7 

Для такой системы можно записать: 
1i j k= = = ; 2n m p= = = ; 1 2 3s s s sl l l l= = = ; 

1 2 3s s s sµ = µ = µ = µ ; 1s = , 2 , 3 . Несложно за-
метить, что две любые пересекающиеся балки 
принадлежат одной из ортогональных плоско-
стей xy , xz , yz . Соответствующие изгибные 
колебания балок в образованной ими плоскости 
будут вызывать крутильные, а из этой плоско-
сти – продольные колебания ортогональной для 
них балки. Очевидно, что кручение любой из 
балок влечет за собой изгиб в своей плоскости 
перпендикулярных к ней балок, а растяжение-
сжатие – их изгиб в двух других ортогональных 
плоскостях. Отмеченные особенности позво-
ляют построить связные графы GRL  или GRT  
с входными параметрами, соответствующими 
изгибно-продольным или изгибно-крутильным 
колебаниям пересекающихся балок [16]. 
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На рис. 8 показаны связи между параметра-
ми двух любых (например, 1, 2 ; 1, 3 ; 2 , 3 ) 
пересекающихся балок системы (рис. 7), моде-
лируемых подграфом GT  графа GRT . 

 
Рис. 8 

Количество подграфов, а следовательно и 
компонент графа GRT , получаемых в резуль-
тате рассечения внешних связей, будет равно 
шести: 1

zG , 2
zG , 3

zG , 1Gϕ , 2 Gϕ , 3Gϕ . Каждый 
из подграфов характеризует либо изгибные, 
либо крутильные колебания одной из балок и 

может находиться в одном из состояний, при-
веденных на рис. 9. 

Сопрягаемые входные параметры, значения 
кодов и состояний рассматриваемой трехмер-
ной системы приведены в табл. 3. 

Уравнение частот для трехмерной стержне-
вой системы можно представить в виде произ-
ведения блочных матриц 

 
3

1
0i

i
V

=

=∏ . (12) 

Вектор-строка 1V  включает функциональ-
ные элементы ассоциированных матриц [15] 
для стержней 11 , 12  в соответствии с кодами 
табл. 3. 
 1 1 1 1V v v= ω , (13) 

где  
1 11 12 11 12v v v v v′ ′= ; 1 11 12 11 12′ ′ω = ω ω ω ω . 

 

Таблица  3  

I II III sν  
xν  11 12 21 22 31 32 11 12 21 22 31 32 11 12 21 22 31 32 

0 a 0 e 0 e 0 a 0 a 0 e 
К 

1 b 1 0 
0 k 

1 0 1 b 
0 0 

1 b 
0 0 

1 f 

0 c 0 1 0 1 0 c 0 c 0 g 
НП 

С 
1 d 1 h 

1 l 
1 h 1 d 

1 1 
1 d 

1 1 
1 h 

a 0 e 0 e 0 a 0 a 0 e 0 
К 

b 1 0 1 
k 0 

0 1 b 1 
0 0 

b 1 
0 0 

f 1 

c 0 1 0 1 0 c 0 c 0 g 0 
КП 

С 
d 1 h 1 

l 1 
h 1 d 1 

1 1 
d 1 

1 1 
h 1 

IV V VI sν  

xν  11 12 21 22 31 32 11 12 21 22 31 32 11 12 21 22 31 32 

0 a 0 e 0 a 0 e 0 a 0 e 
К 

1 0 
0 k 

1 0 
0 k 

1 0 1 f 
0 0 

1 b 1 0 

0 1 0 1 0 1 0 g 0 c 0 1 
НП 

С 
1 d 

1 l 
1 h 

1 l 
1 d 1 h 

1 1 
1 d 1 h 

a 0 e 0 a 0 e 0 a 0 e 0 
К 

0 1 
k 0 

0 1 
k 0 

0 1 f 1 
0 0 

b 1 0 1 

1 0 1 0 1 0 g 0 c 0 1 0 
КП 

С 
d 1 

l 1 
h 1 

l 1 
d 1 h 1 

1 1 
d 1 h 1 
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Квазидиагональная матрица 2V  содержит 
элементы 11a , 22a , 33a , которые являются диа-
гональными матрицами второго порядка 

 

21 22
11 33 2

21 22

21 22
22 2

21 22

0
;

0

0
.

0

v v
a a v

v v

a

= = =
′ ′

ω ω
= ω =

ω ω

 (14) 

Вектор-столбец 3V , описывающий связан-
ные колебания стержней 31 , 32 , также опреде-
ляется по значениям кодов табл. 3 и элемента-
ми ассоциированных матриц для обычного 
участка балки 
 { }3 3 3 3V v v= ω , (15) 

где 31 32
3

31 32

ω ω
ω =

′ ′ω ω
; 31 32

3
31 32

v v
v

v v
=

′ ′
. 

 

 
Рис. 9 

 

После определения всех элементов матриц 
(13) – (15), подстановки их в (1) и ряда преоб-
разований приходим к следующему уравнению: 

( )

2

3
3 3 2

2 22
2 23

3 32
3

1 sin
cth ctg

k
k

z z
y z

z

l
EJl B D

⎛ ⎞
λ⎜ ⎟ ⎡β λ⎝ ⎠ λ − λ ×⎢

λ⎢⎣
λ

 

( )1
3 3 1 1

1 1
ctg cth ctg

2k z z
y z

l
EJ

⎤
×β λ + λ − λ +⎥

λ ⎥⎦
 

(

2

2
2 2 1

12
1 12

2 22
2

1 sin
2 cth

2

k
k

z
y z

z

l
EJl B D

⎛ ⎞
λ⎜ ⎟ ⎡β λ⎝ ⎠+ + λ −⎢

λ⎢⎣
λ

 

) ( )3
1 3 3

3 3
ctg cth ctg

2z z z
y z

l
EJ

− λ λ − λ ×
λ

 

]

2

1
1 1 2

2 2 2 2
2 21

1 12
1

1 sin
ctg

k
k

k k
y z

z

l
EJl B D

⎛ ⎞
λ⎜ ⎟ ⎡β λ⎝ ⎠×β λ λ + ×⎢

λ⎢⎣
λ

 

( ) 3
2 2 1 1 1

3 3
cth ctg ctg

2z z k k
y z

l
EJ

× λ − λ β λ λ + ×
λ

 

 ( )3 3cth ctg 0z z ⎤× λ − λ =⎦ . (16) 

Алгоритм построения графа GRL , его раз-
деление на подграфы, составление таблицы пе-
реходов, процедуры перебора кодов и выборки 
функций из ассоциированных матриц будут 
аналогичными. Ввиду того, что изменения гра-
ничных условий балок, а, следовательно, и со-
стояний графа GRL  или GRT  учитываются 
формальным путем, то такие конструкции мо-
гут использоваться в качестве подконструкций 
при моделировании совместных колебаний бо-
лее сложных пространственных стержневых 
систем. 

Таким образом, исследование топологиче-
ских свойств графа системы позволяет решать 
сложные задачи анализа колебаний двух- и 
трехмерных стержневых и балочных конструк-
ций. Предлагаемый подход исключает обычные 
этапы составления дифференциальных уравне-
ний, формирования систем алгебраических 
уравнений и раскрытия определителей высоких 
порядков. С помощью кодированных ассоции-
рованных матриц характеристические уравне-
ния получаются как в общем, так и в цифровом 
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виде. Непосредственное использование функ-
ций Прагера не требует дополнительного вы-
числения квадратичных разностей функций 
Крылова с возможной при этом потерей точно-
сти в результате появления малых разностей 
больших чисел. Топологический анализ приме-
ним не только к отдельным стержням, но и к 
отдельным блокам или подблокам стержневой 
системы, что делает его универсальным в ис-
следованиях пространственных разветвленных 
стержневых конструкций. Изучение особенно-
стей расчета свободных и вынужденных коле-
баний таким систем предполагается выполнить 
в последующих исследованиях. 
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