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РАЗВИТИЕ МЕТОДОВ МНОГОУРОВНЕВОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ  
И УПРАВЛЕНИЯ В УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 

Визначено джерело неузгодженості даних матриць парних порівнянь, які використовують у методі ана-
лізу ієрархій. Розроблено удосконалену процедуру обробки даних, яка забезпечує більш узгоджені результа-
ти парних порівнянь і точність рішень багатокритеріальних задач.  

Установлен источник несогласованности данных матриц парных сравнений, используемых в методе 
анализа иерархий. Разработана усовершенствованная процедура обработки данных, которая обеспечивает 
большее согласование парных сравнений и точность решений многокритериальных задач.  

The source of inconsistency of data of matrices of pair comparisons, which are utilized in the Analytic Hierarchy 
Process, is determined. The improved procedure of data processing is developed, which provides more consistent 
results of pair comparisons and accuracy of solutions of multicriteria problems. 

Введение 

При создании автоматизированных систем 
управления сложными процессами или объек-
тами возникают проблемы учета их многокри-
териальности, иерархичности, неопределенно-
сти условий функционирования, состояний и 
других. Многоуровневая структура моделей 
систем обусловлена самим объектом или связа-
на с его декомпозицией и возможностью упро-
щенного представления и анализа. В настоящее 
время нечеткое моделирование и многокрите-
риальное оптимальное управление в условиях 
неопределенности имеет приоритет в областях 
экономики, технологий, экологии. Одним из 
эффективных и наиболее часто используемых в 
задачах анализа многокритериальных иерархи-
ческих систем является метод анализа иерархий 
(МАИ, Т. Саати [1–3]), который в США факти-
чески является стандартом [4, 9]. В статье 
представлено развитие методов многокритери-
ального иерархического и нечеткого управле-
ния в условиях неопределенно- 
сти – выполнен анализ ограничений МАИ как 
метода управления при неопределенностях и 
предложены процедуры по его совершенство-
ванию.  

Анализ процедуры МАИ, состоящей в де-
композиции проблемы в иерархическую мо-
дель, получении экспертных оценок и обработ-
ке матриц парных сравнений, установлении от-
носительных степеней взаимодействия элемен-
тов иерархии, рангов, в расчете индекса и от-
ношения согласованности рангов, примени-
тельно к условиям неопределенности (и ис-
пользовании лингвистической шкалы из девяти 

градаций оценок относительной важности: 7±2) 
позволил установить ряд ее существенных ог-
раничений. В статье устанавливается, что глав-
ными из ограничений МАИ являются – невоз-
можность получения согласованных эксперт-
ных оценок в шкале 7±2 [7]. Другие неявные 
допущения МАИ о независимости предпочте-
ний и однородности вариантов, а также дис-
кретности или выпуклости набора альтернатив, 
отмечены в [10], где был предложен восходя-
щий метод анализа иерархической модели про-
блемы, включающий усовершенствованную 
процедуру получения матриц относительных 
лингвистических оценок, который расширяет 
возможности МАИ.   

В работах [1, 2] Т. Саати был предложен 
один из подходов к назначению «весов» конеч-
ному набору n сравниваемых объектов на осно-
ве матрицы парных сравнений, который впо-
следствии оформился в целый раздел принятия 
решений при наличии одного, а также несколь-
ких критериев и получил наименование метода 
анализа иерархий (the Analytic Hierarchy 
Process, AHP) – сокращенно МАИ. В настоящее 
время МАИ прочно вошел в теорию и практику 
многокритериального выбора. Число статей 
прикладного характера, в которых МАИ при-
меняется к решению самых различных при-
кладных многокритериальных задач, превыси-
ло тысячу уже более десяти лет назад. На осно-
ве МАИ был разработан получивший мировое 
признание и широкое распространение за ру-
бежом пакет программ EXPERT CHOICE. 

В соответствии с МАИ, для установления 
относительной важности рассматриваемых 
объектов экспертами формируется матрица 
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парных сравнений A, а искомый весовой вектор 
w = (w1, w2 , ..., wn )

T
 
вычисляется как ее собст-

венный.  
Известно, что весовой вектор w является 

собственным вектором совместной матрицы A, 
отвечающим ее максимальному собственному 
значению n, и в случае совместной матрицы ве-
совой вектор необходимо является указанным 
собственным вектором. При формировании в 
соответствии с МАИ экспертами матрицы пар-
ных сравнений рассчитывать на ее совмест-
ность не следует. И на практике имеют дело с 
иной моделью экспертного анализа объектов, 
которой отвечает несовместная матрица. Все 
же, согласно МАИ, весовой вектор вновь нахо-
дят как собственный вектор (несовместной) 
матрицы парных сравнений. Хотя этот собст-
венный вектор отвечает собственному значе-
нию, которое, уже не равно (а строго больше) n. 
Поэтому рассматриваемый метод нельзя на-
звать обоснованным; «он представляет собой 
определенный эвристический подход, логика 
которого заключается в рекомендации действо-
вать точно так же в ситуациях, которые могут 
сильно отличаться от тех, для которых уста-
новлена справедливость данных действий» [9]. 
Поскольку применение МАИ практически все-
гда содержит некоторую «модельную» ошибку 
вычисления весового вектора важности сравни-
ваемых объектов, автор МАИ ввел специаль-
ный числовой показатель «индекс совместно-
сти» (ИС, consistency index), характеризующий 
степень доверия к полученным результатам, 
трактуемый как мера отклонения исходной 
матрицы от некоторой совместной. Согласно Т. 
Саати [1, 2], при достаточно малом значении 
индекса совместности матрица парных сравне-
ний «близка» к некоторой матрице с нулевым 
значением этого индекса, т.е. к совместной. Ес-
ли индекс совместности превышает «порого-
вое» значение, то применять МАИ не рекомен-
дуется. Но значения ИС позволяют  лишь опо-
средованно судить о величине итоговой «мо-
дельной» ошибки; точно же она не может быть 
определена [9]. 

Не раз МАИ подвергался критике за невы-
полнение свойства сохранения ранжирования 
решений при удалении одного из них из числа 
возможных [4]. В работе [9] пересматриваются 
две иные важнейшие составляющие МАИ. 

Во-первых, предлагается существенно уп-
ростить процедуру формирования матрицы 
парных сравнений, требуя от эксперта сведения 
не обо всех элементах этой матрицы, располо-
женных выше (либо ниже) главной диагонали, 

а лишь об определенных «базисных» элемен-
тах. На основе этих частичных данных легко и 
уже без ошибок находится искомый весовой 
вектор. Предлагаемый вариант МАИ сущест-
венно проще исходного метода и на стадии 
формирования матрицы A, и в ходе вычисления 
весового вектора, а также избавлен от указан-
ной «модельной» ошибки.  

Во-вторых, вместо линейной предлагается 
использовать для решения многокритериаль-
ных задач нелинейную свертку критериев в ви-
де функции минимума.  

Метод анализа иерархий – процедура  
и основные проблемы его использования 

Согласно МАИ, экспертным путем форми-
руется матрица относительных весов со сле-
дующими свойствами. Пусть задан набор из n 
объектов (элементов), которые обозначим A1, 
A2, ..., An . Считается, что каждому Ak  поставле-
но в соответствие определенное положительное 
число wk , именуемое весом объекта,  
k = 1, 2, ..., n. Образуют матрицу относительных 
весов aij i-го объекта Ai к весу j-го объекта Aj. 
Здесь для каждого элемента матрицы парных 
сравнений справедливо ajj = wi / wj. По содержа-
тельному смыслу ранги wi – это значения вкла-
дов соответствующих частных критериев, ко-
эффициенты предпочтительности объектов.  

Для элементов матрицы A справедливо сле-
дующее свойства относительных весов.  

1) Все элементы матрицы A положительны 

aij = wi / wj > 0. 

2) Матрица A обратно симметрична, ее эле-
менты, расположенные симметрично относи-
тельно главной диагонали, являются обратны-
ми по отношению друг к другу 

aij = wi / wj = 1/ aji. 

3) Матрица A обладает свойством совмест-
ности  

aik * akj = (wi / wk) * (wk / wj) = wi / wj = aij. 

4) Число n является максимальным собст-
венным значением матрицы A, а вектор-столбец 
единственным (если он нормирован) соответст-
вующим (правым) собственным вектором. 

Матрица A относительных весов имеет два 
различных собственных значения – 0 и n (см. 
[3], [9]). Обозначая { }max max 0, nλ = , получа-
ют уравнения для вычисления искомых весов 
wk в форме  
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 maxAw w= λ . (1) 

На практике веса объектов A1 ,A2, ..., An, т.е. 
числа w1, w2, ..., wn, заранее не заданы, а подле-
жат определению (нередко удовлетворяют до-
полнительному условию нормировки w1 + w2 + 
+ ... + wт = 1).  

Метод анализа иерархий предполагает на-
личие матрицы парных сравнений, произволь-
ный элемент которой призван выражать собой 
положительное число, показывающее, во 
сколько раз вес объекта Ai больше веса объекта 
Аj. В МАИ на основе экспертных оценок в ре-
зультате выполнения попарных сравнений объ-
ектов формируется часть матрицы, которая 
расположена выше (или ниже) главной диаго-
нали, на главной диагонали выставляются еди-
ницы, а элементы, расположенные ниже глав-
ной диагонали, вычисляются с использованием 
свойства обратной симметричности. Получен-
ная таким способом матрица парных сравне-
ний, как правило, не обладает свойством со-
вместности, и равенство aij = ajk * akj нарушает-
ся для некоторых i, j, k {1, 2, ..., n}, i ≠ j. 

Затем находят максимальное собственное 
значение λmax матрицы парных сравнений A (ко-
торое удовлетворяет неравенству λmax ≥ n ) и 
решают однородную систему линейных урав-
нений относительно вектора w, равносильную 
(1). Найденный из нее вектор w имеет положи-
тельные компоненты и является искомым весо-
вым вектором. При реализации МАИ чаще все-
го оказывается выполненным строгое неравен-
ство λ > n и компоненты w1, w2, ..., wn вектора 
весов «не согласуются» с данными, содержа-
щимися в матрице парных сравнений в том 
смысле, что равенство чаще всего нарушается. 
Это свидетельствует об определенной «мо-
дельной» ошибке при реализации МАИ. От 
указанного недостатка свободен упрощенный 
вариант МАИ [9], результаты которого будут 
использованы нами в работе ниже.  

Как отмечено, информативным показателем 
достоверности определения весов является ИС 
матрицы парных сравнений А, который харак-
теризует степень нарушения численной (карди-
нальной aij = wi/wj) и транзитивной (порядко-
вой) согласованности парных сравнений. ИС 
матрицы рассчитывается на основе оценки мак-
симальной величины собственного значения 
матрицы, λmax. Приближенно ИС получают сле-
дующим образом: суммируют каждый столбец 
матрицы парных сравнений, затем сумма пер-
вого столбца умножается на величину первой 
компоненты нормализованного вектора весов 

(рангов), сумма второго столбца – на вторую 
компоненту и т.д. Далее полученные числа 
суммируются и находится значение λmax. Ин-
декс согласованности рассчитывается по фор-
муле ИС = (λmax – n)/(n – 1), где n – размерности 
матрицы парных сравнений. Для обратно сим-
метричной матрицы всегда λmax ≥ n. Чем более 
согласованы парные сравнения, тем меньше 
ИС. На основе индекса согласованности рас-
считывается показатель отношения согласо-
ванности ОС: ОС = ИС/СС, где СС – значение 
согласованности случайной матрицы того же 
порядка n. Средние значения согласованности 
СС для случайных матриц разного порядка, по-
лученные при случайном выборе количествен-
ных парных оценок относительной важности из 
шкалы 1/9, 1/8, 1/7, ...,1, 2, ..., 9 и образовании 
обратно симметричной матрицы, приведены в 
следующей таблице [1, 4]:  

   n      3        4       5       6       7       8       9     10 

СС  0.58   0.90  1.12  1.24  1.32  1.41  1.45  1.49 

На основе опыта решения многокритери-
альных задач принимают, что для согласован-
ности матрицы А величина ОС должна быть 
менее, чем 10 %; в ряде случаев приемлемой 
для практики можно считать величину ОС до 
20 %. При выходе ОС из этих пределов экспер-
там нужно пересмотреть задачу и свои сужде-
ния. Часто в матрицах больших размеров, на-
чиная с 7…9 элементов, трудно достигнуть вы-
сокого уровня согласованности.  

Ошибки в величинах весов, рангов, объек-
тов связывают и с вычислительными процеду-
рами. В [4, 6] предлагается получать оценки 
рангов не с помощью приближенной процеду-
ры Т. Саати, а при использовании методики оп-
тимизации. При этом анализ результатов расче-
тов показывает, что оценки рангов, критерии 
показателей согласованности ИС и ОС, полу-
ченные с использованием сравниваемых мето-
дик могут различаться более, чем в два раза. Во 
всех случаях согласованность оценок при ис-
пользовании методики оптимизации сущест-
венно выше, чем при использовании прибли-
женного метода Т. Саати (значения ИС и ОС 
приведены ниже).  

Как следует из представленного анализа, 
одна из основных проблем МАИ связывается 
со сложностью получения согласованной экс-
пертной информации для матриц попарных 
сравнений больших размерностей. В частности, 
в разработанном в работе [9] упрощенном ва-
рианте МАИ предлагается использовать лишь 
ту часть экспертной информации, которая дос-
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таточна для формирования согласованной мат-
рицы А. Все же, мы считаем, что потеря части 
экспертных данных не является вполне оправ-
данной, даже для обеспечения требуемых ме-
тодом свойств. 

Цель дальнейшего изложения состоит в вы-
явлении истинных причин несогласованности 
матриц парных сравнений МАИ, которые как 
будет показано, кроются в другом круге задач, 
возникающих при представлении экспертной 
информации. 

Проблема ранжирования частных критериев 
(объектов) в условиях неопределенности 

Как известно [5, 7, 8], задача непосредст-
венного определения рангов частных критериев 
в случае их большого числа оказывается весьма 
трудной и даже неразрешимой для экспертов. В 
определенной степени это связано с ограничен-
ностью психико-физических возможностей че-
ловека [7]. На практике экспертные суждения 
при попарных сравнениях частых критериев 
проводят на основе шкалы лингвистических 
оценок. В соответствии с широко распростра-
ненным подходом, который фактически стал 
стандартом [4, 5], лингвистическая шкала для 
сравнения предпочтений вариантов состоит из 
девяти градации оценок относительной важно-
сти, представленных в табл. 1. 

Таблица  1  

Лингвистические оценки  
относительной важности 

Качественная оценка Количествен- 
ная оценка wij 

Строго эквивалентны 1 

Слабо предпочтительнее 3 

Несколько предпочтит. 5 

Значительно предпочтит. 7 

Строго предпочтительнее 9 

Промежуточные значения ва-
жности 

2, 4, 6, 8 

Оценка сравнения элемента j с 
элементом i (wji) имеет значе-
ние wij 

 
aji = 1/ aij 

 
 

Указанная шкала отражает особенности чело-
века как субъекта принятия решений и обра-
ботки информации, который плохо восприни-
мает излишне детализированные шкалы значе-
ний признаков. Часто используют только пять 
основных нечетных оценок шкалы, что оказы-

вается достаточным при сравнении двух аль-
тернатив или критериев на основе табл. 1 всем 
лингвистическим суждениям экспертов при-
сваиваются соответствующие численные оцен-
ки от 1 до 9.  

Выбор девяти лингвистических градаций 
значимости не случаен. Так, в естественных 
языках большинства народов используются 
также не более девяти вербальных оценок от-
носительной значимости (предпочтительности). 
Формулировки оценок могут быть иными, но 
число их постоянно, что соответствует резуль-
татам психофизиологических исследований 
особенности мышления человека [5, 7]. Сло-
весным оценкам парной важности постав-
лены в соответствие числа натурального 
ряда, что необходимо для получения количест-
венных результатов.  

Далее утверждается, что именно такая за-
мена является причиной несогласованности 
матрицы парных сравнений. Более того, в рам-
ках лингвистических оценок относительной 
важности невозможно получить согласован-
ные матрицы! Кроме тривиальных случаев, на-
пример, равнозначности всех критериев, а так-
же нескольких других, указанных ниже.  

Исследование методики ранжирования 
критериев в условиях неопределенности 

Покажем, что с использованием табл. 1 
нельзя получить согласованные оценки, тре-
буемые для МАИ. Используем известный при-
мер – многокритериальный выбор дома [1, 4]. 

Таблица  2  

Матрица парных сравнений  
для задачи выбора дома 

 1 2 3 4 5 6 7 8 

1 1 5 3 7 6 6 1/3 1/4 

2 1/5 1 1/3 5 3 3 1/5 1/7 

3 1/3 3 1 6 3 4 6 1/5 

4 1/7 1/5 1/6 1 1/3 1/4 1/7 1/8 

5 1/6 1/3 1/3 3 1 1/2 1/5 1/6 

6 1/6 1/3 1/4 4 2 1 1/5 1/6 

7 3 5 1/6 7 5 5 1 1/2 

8 4 7 5 8 6 6 2 1 
 

Оценки максимальных собственных чисел 
матрицы: приближенная – λmax = 9,863, точ- 
ная – λmax = 9,389; согласованная оценка – 8. 
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В табл. 2 и 3 приведены результаты расче-
тов ИС экспертных оценок задачи по выбору 
дома, полученные методом Т. Саати и на основе 
оптимизации, а также значения показателей ИС, 
ОС: 

ИС = 0,2661 0,1985 
ОС = 0,1887 0,1408 

Таблица  3  

Сравнение точности методов оценки рангов 

Приближенные 
оценки (Т. Саати) 

Собственные числа 
матрицы 

0,1748 0,137 

0,0626 0,054 

0,1487 0,121 

0,0193 0,03 

0,0356 0,046 

0,0423 0,046 

0,167 0,089 

0,3496 0,475 
 

Обоснование ограничений, накладываемых 
табл. 1, проведем как расчетным, так и теоре-
тическим путем. Сначала решим задачу поиска 
согласованных оценок весов в такой постанов-
ке. Требуется путем полного перебора оценок 
важности из табл. 1 подобрать коэффициенты от-
носительной важности так, чтобы минимизиро-
вать λmax, исключая тривиальный случай равно-
значности всех критериев. Для данных табл. 1 

решение этой задачи (значение  λmax = 8) не суще-
ствует. Существенно, что значение максимально-
го собственного числа зависит от масштаба – при 
увеличении количественных оценок табл. 1, на-
пример в 10 раз, величина λmax изменится, возрас-
тет.  

Рассмотрим возможность использования для 
матриц парных сравнений интервальных града-
ций оценок относительной важности (ГОВ). В 
табл. 4 указаны диапазоны значений, которые 
сопоставляются лингвистическим оценкам от-
носительной важности для соответствующих 
градаций. Интервальное представление упро-
щает выбор для эксперта. Приближенная оцен-
ка λmax собственного числа матрицы: 12,495. 
Оценка получена на основе решения новой экс-
тремальной задачи по выбору таких значений 
из интервалов неопределенности, при которых 
λmax минимально. При этом переменные, харак-
теризующие оптимальное значение в диапазоне 
варьирования интервальных (обозначенных как 
Иj) оценок [0; 1], принимали значения, приве-
денные в табл. 6; т.е. их задание не является 
тривиальным, а требует применения процедуры 
минимизации. Заметим, что при средних значе-
ниях интервалов неопределенности λmax = 14,65, 
и за счет оптимального выбора оценок в интер-
валах удалось существенно улучшить индекс 
согласованности ИС. Эта процедура, основан-
ная на интервальных оценках относительной 
важности, фактически представляет построение 
транзитивного замыкания экспертных данных 
[11]. 

Таблица  4  

Интервальные оценки лингвистической шкалы предпочтений –  
рангов относительной важности сравниваемых показателей 

ГОВ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Dmin 5 15 25 35 45 55 65 75 85 

Dmax 15 25 35 45 55 65 75 85 95 
 

Выполнив ту же процедуру для случая, когда 
значения Dmin, Dmax в табл. 4 уменьшены в десять 
раз, получаем приближенную оценку λmax = 8,822 
(более близкую к теоретически минимальной – 8, 
чем 12,495). При этом, очевидно, относительные 
значимости показателей важности не изменились, 
как и решения, соответствующие табл. 4. Как 
видно, за счет перехода к диапазонам и процеду-
ре минимизации получили более согласованную 
матрицу табл. 5, чем табл. 2, имеющую λmax = 
9,389.  

 

 

В связи с зависимостью ИС от выбора  оце-
нок wi  возникает естественный вопрос: что же 
измеряет индекс согласованности экспертных 
оценок МАИ? Более важным является главный 
вопрос о том, можно ли вообще получить со-
гласованную матрицу относительных важно-
стей, и если нет (что далее установлено теоре-
тически), как надо изменить процедуру МАИ, 
чтобы обеспечить возможность формирования 
согласованной матрицы вида табл. 1.  

Для теоретического обоснования несостоя-
тельности общепринятых количественных эк-
вивалентов лингвистических оценки относи-
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тельной важности воспользуемся результатом 
[9] – упрощенным МАИ. В нем матрица A, об-
ладающая свойством совместности 3), форми-

руется по данным сравнений первой строки 
матрицы, используя отношения вида  

    aik * akj = (wi / wk) * (wk / wj) = wi / wj = aij . 
Таблица  5  

Матрица парных сравнений для интервальных оценок лингвистической шкалы, заданной табл. 2 

 1 2 3 4 5 6 7 8 

1 1 3 1,6667 4,3333 3,6667 3,6667 0,04 0,0286 

2 0,3333 1 0,6 3 1,6667 1,6667 0,3333 0,2308 

3 0,6 1,6667 1 3,6667 1,6667 2,3333 3,6667 0,3333 

4 0,2308 0,3333 0,2727 1 0,6 0,4286 0,2308 0,1765 

5 0,2727 0,6 0,6 1,6667 1 0,6 0,3333 0,2727 

6 0,2727 0,6 0,4286 2,3333 1,6667 1 0,3333 0,2727 

7 25 3 0,2727 4,3333 3 3 1 0,6 

8 35 4,3333 3 5,6667 3,6667 3,6667 1,6667 1 
 

Таблица  6  

Результаты оптимального выбора значений весов  
из областей интервальных оценок, табл. 4 

1 1 0 0 0 0 0 1 

И1 И2 И3 И4 И5 И6 И7 И8 
 

Ясно, что в силу операций деления получить 
матрицу, подобную табл. 2, содержащую оценки 
относительной важности из табл. 1, можно лишь 
при равнозначности всех объектов сравнения, ни 
при каких других случаях относительной важно-
сти для пяти основных нечетных лингвистиче-
ских оценках шкалы сравнений, при значениях 
только 2 или только 3 – для вариантов шкалы из 
девяти градации оценок относительной важности. 
Любой другой вариант экспертных сравнений по 
свойству совместности, представленному с по-
мощью отношений, приведет к оценкам, отлич-
ным от данных табл. 1. Сформулируем это ут-
верждение наоборот: никакие варианты эксперт-
ных предпочтений, полученные на основе табл. 1, 
кроме частных и оговоренных выше, не позволя-
ют получить согласованные матрицы, исполь-
зуемые при вычислительных процедурах МАИ. 

Выводы 

Широкое использование МАИ при решении 
многокритериальных и многоуровневых задач 
выбора, принятия решений, управления в услови-
ях неопределенности ставит задачу прочного 

обоснования теоретических основ известного ме-
тода. В представленной работе впервые показано, 
что источником несогласованности матриц пар-
ных сравнений МАИ является некорректность 
перехода от лингвистических оценок относитель-
ной важности к их количественным эквивален-
там. К недостаткам метода, по-видимому, следует 
отнести и саму процедуру получения парных 
сравнений, в рамках которой невозможно полу-
чить относительные важности типа 2/7, 4/5  
и т.п.  

В определенной степени улучшить согласо-
ванность экспертных оценок и ИС можно путем 
использования постановок экстремальных задач 
по обработке данных парных сравнений, выра-
женных интервалами, что показано в работе.  

Поиск и обоснование эффективной процеду-
ры представления экспертной информации, по-
лученной в условиях неопределенности, пред-
ставленных лингвистической шкалой или же ее 
аналогом, и обеспечивающей согласованность 
матриц МАИ, является актуальной задачей и тре-
бует отдельного исследования.  
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