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СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОГО ЦИФРОВОГО РЕГУЛЯТОРА 
ДОЗИРОВАНИЯ ФЛОКУЛЯНТА 

Цель. Задачей автоматического управления процессами сгущения шламовых вод и осветления отходов 
флотации является стабилизация плотности сгущенного продукта в заданном диапазоне и поддержание со-
держания твердой фазы в сливе не выше допустимого уровня при минимальном расходе флокулянта. В су-
ществующих системах автоматического управления дозирование флокулянта осуществляется по содержа-
нию твердой фазы в питании аппарата (принцип разомкнутого управления). Это ведет к его перерасходу и 
увеличению дисперсии плотности слива. Для минимизации отклонений от задающего воздействия и обеспе-
чения заданного качества переходного процесса необходимо выполнить синтез оптимального цифрового 
регулятора. Величина перерегулирования не должна превышать 5 %. Выполнить моделирование работы 
системы для определения качества переходных процессов. Методика. Синтез оптимального цифрового 
регулятора выполнен на основе метода динамического программирования. Результаты. Математическая 
модель объекта управления представлена в нормальной форме Коши и далее в виде разностных уравнений. 
Рассчитан оптимальный период квантования как функция от заданной погрешности регулирования и 
скорости изменения выходной координаты. Получено дифференциальное уравнение Беллмана и определено 
условие достижения минимума функционала качества. Функция Беллмана представлена в виде 
квадратичной формы от переменных состояния системы. Для ограничения возможного управления 
рассчитаны весовые коэффициенты функционала, исходя из максимально допустимых значений 
переменных состояния системы и управляющих воздействий во время переходного процесса. Прак-
тическая значимость. Моделированием работы САУ дозирования флокулянта установлено, что величина 
перерегулирования составляет 3,5 %, время переходного процесса 5,6 с, переходный процесс 
апериодический, регулирование астатическое, что отвечает требованиям, предъявленным к САУ. 

Ключевые слова: флокулянт; оптимальный цифровой регулятор; период квантования; динамическое про-
граммирование; дифференциальное уравнение Беллмана; алгебраическое уравнение Риккати; нормальная 
форма Коши 

Введение 

Задачей автоматического управления про-
цессами сгущения шламовых вод и осветления 
отходов флотации является стабилизация плот-
ности сгущенного продукта в заданном диапа-
зоне и поддержание содержания твердой фазы 
в сливе (не выше допустимого уровня) при ми-
нимальном расходе флокулянта [12]. Одним из 
важных требований, предъявляемых к системе 
управления, является снижение расхода доро-
гостоящего флокулянта, эффективность дейст-
вия которого может изменяться в пределах 15-
20 % [7]. В существующих системах автомати-
ческого управления дозирование флокулянта 
осуществляется по содержанию твердой фазы в 
питании аппарата (принцип разомкнутого 
управления), что ведет к его перерасходу и уве-

личению дисперсии плотности слива [1]. Вве-
дение обратной связи по плотности слива по-
зволяет поддерживать слив с большей точно-
стью и снизить расход реагента. 

Цель 

Для минимизации отклонений от задающего 
воздействия и обеспечения заданного качества 
переходного процесса выполнить синтез опти-
мального цифрового регулятора. Величина пе-
ререгулирования не должна превышать 5 %. 
Выполнить моделирование работы системы для 
определения качества переходных процессов. 

Методика 

Синтез оптимального цифрового регулятора 
выполнен на основе метода динамического 
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программирования с  квадратичным критерием 
качества. 

Результаты 

Выполнен синтез оптимального регулятора 
для систем, описываемых в цифровом виде. 
Для этого был использован метод динамиче-
ского программирования. 

Пусть объект управления описывается систе-
мой разностных уравнений: 

1
[ ] [ ] [ ] ( [ ], [ ])

k

i ij j i i
j

x n a x n b u n f x n u n
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∆ = + =∑ , 

 1,2,...,i k= . (1) 

Синтез оптимального цифрового регулятора 
для объекта, описываемого уравнениями (1) 
выполнен согласно методике, приведенной у В. 
Г. Шаруды [10], при квадратичном критерии 
оптимальности: 
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icc ,0  – весовые коэффициенты. 

Дифференциальное уравнение Беллмана: 
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Если принять, что управление [ ]u n  не имеет ограничений, то выражение (3) приобретает мини-
мум в точке, где производная равняется нулю, то есть 
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Если оптимальное управление принадлежит множеству U  или ограничения вообще отсутству-
ют, то уравнение (3) можно представить как совокупность уравнений в частных производных 
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     где ni ,...,2,1= ; mk ,...,2,1= . 
Для решения задачи оптимального управле-

ния, необходимо решить систему (5) с ( 1+m ) 
уравнением в частных производных [4].   

Передаточная функция объекта управления 
имеет вид: 

 сл
2 2

фл1 1

( ))( )
( )( 2 1)
tK yW p

Q t up T p T p
ρ

= = =
+ ξ +

, (6) 

где сл ( )tρ  – содержание твердой фазы в сливе 
(выход y ); фл ( )Q t  – расход флокулянта (вход 
u ); p  – оператор дифференцирования. 

Параметры передаточной функции: 
• K  – коэффициент передачи = 0,35; 
• 1T  – постоянная времени = 0,4; 
• ξ  – коэффициент колебаний = 1,625. 
Уравнение динамики объекта: 

 
3 2

2
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+ ξ + =  (7) 

запишем в форме Коши, приняв 1x y= ; 

2 /x dx dt= ; 2 2
3 /x d x dt=  [5]. 

В нашем случае: 
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Представим математическую модель в виде 
разностных уравнений [9]. Введем в (8) замену: 
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где 0Тt =∆  – период квантования. 
Данная замена свидетельствует о том, что 

все переменные 1,..., nx x  в уравнениях (8) мы 
будем определять только в дискретные момен-
ты времени ( )0x nT  (для компактности будем 
записывать ( )x n ). 

С учетом того, что ( 1) ( )i i ix x n x n∆ = + −  (9) 
уравнения (8) в виде разностных уравнений бу-
дут иметь следующий вид: 

  
1 2
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 (10) 

Используем квадратичную форму функцио-
нала качества [8] 
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Весовые коэффициенты 0 , iс с  функционала 
(11) определяем, исходя из максимально допус-
тимых значений переменных состояния системы 
и управляющих воздействий во время переход-
ного процесса [1]: 
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Таким образом, для нашего случая диффе-
ренциальное уравнение Беллмана (3) будет 
иметь вид: 
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Определим условия минимума для выражения (12), т. е. приравняем производную по u  к нулю: 

 ( ) ( )
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Откуда 
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K
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∂
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Подставив найденное значение (14) в (12), получаем уравнение для определения оптимального 
управления, решение которого находят в виде квадратичной формы от переменных состояния сис-
темы: 

 
1 1

.
n n

kr k r
k r

S m x x
= =

=∑∑  (15) 

Запишем функцию S  при kr rkm m=  в квадратичной форме 
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2 2
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Частные производные функции S  имеют 
вид: 
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Подставив частные производные (17) в (3), 

получим квадратичную форму переменных 
nxxx ...,, 21 . Выражение (3) будет тождественно 

равняться нулю при условии, что все его коэф-
фициенты равны нулю. Поэтому, приравняв 
нулю совокупность коэффициентов при произ-
ведениях ik xx  и учтя, что kiik xxxx = , получим 
систему из 2/)1( +nn  алгебраических уравне-
ний для определения коэффициентов ikm  (ал-
гебраические уравнения Риккати): 
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Решив данную систему, получим следующие 
значения для ikm : 
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Одной из задач при составлении дискретной 
модели объекта управления заключается в вы-
боре оптимального периода квантования 0T  
[12]. Необоснованное уменьшение периода 
квантования при управлении процессом приво-
дит к неэффективному использованию машин-
ного времени, что сказывается на быстродейст-
вии [11]. Увеличение приводит к снижению 
точности регулирования в виду неполной ин-
формации о процессе.  

Выбор допустимого периода дискретизации 
выполнен по критерию обеспечения требуемой 
точности управления [6]. Величина неопреде-
ленности выходной координаты объекта 
( ( ) ( )сл t y tρ = ) в момент 0nT  определяется раз-
ностью ( )tψ : 

0 0 0( ) ( ) [ ], ( 1) .t y t y nT nT t n Tψ = − < < +  

Область неопределенности ограничивается 
постоянной величиной ε , которая определяет 
точность регулирования | ( ) | .tψ ≤ ε  Для вычисле-
ния допустимого периода дискретизации вос-
пользуемся ограничением, согласно которому: 

 0
max

,T
B
ε

≤  (18) 

где ε  – абсолютная погрешность выходной ко-
ординаты ( )y t  (0,01–0,05); maxB  – максималь-
ное значение B-характеристики. 

При подаче на вход системы гармоническо-
го сигнала ( ) sin( )u t t= ω  на выходе системы 
получим: 

( ) ( )sin( ),y t A t= ω ω + φ  

где ( )A ω  – амплитудно-частотная характери-
стика объекта.  

Продифференцировав ( )y t , получим ско-
рость изменения его во времени: 

( ) ( )cos( ).dy t A t
dt

= ω ω ω + φ  

Амплитуда скорости выходного сигнала 
равна: 

max

( ) ( ) ( ).dy t A B
dt

= ω ω = ω  (19) 

Для объекта управления АФЧХ имеет вид: 

2 2 2 2
1 1

( )
(1 ) (2 )

KA
T T

ω =
ω − ω + ξ ω

. 

В соответствии с (19) получим: 

2 2 2 2
1 1

( ) .
(1 ) (2 )

KB
T T

ω =
− ω + ξ ω

 

Определим максимальное значение B-ха-
рактеристики, приравняв производную функ-
ции ( )B ω  к нулю: 

maxB K= . 

Изменение во времени скорости ( )dy t
dt

и 

значение амплитуды скорости ( )B ω  выходного 
сигнала ( 2ω= , 0φ = ), при входном воздейст-
вии ( ) sin( )u t t= ω , показано на рис. 1.  

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.2
0.15
0.1

0.05

0.05
0.1

0.15
0.2

t
y t( )d

d

B ω( )

t  
Рис. 1. Изменения выходного сигнала при гармони-

ческом воздействии на входе 
Таким образом, если изменять входную час-

тоту ω , можно построить зависимость макси-
мальных скоростей выходной переменной от 
ω . В результате на графике (B-характеристике) 
можно определить верхнюю границу возмож-
ных или ожидаемых скоростей на выходе объ-
екта (рис. 2). 
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Допустимое значение периода квантования 
(при 0,04ε = ) 0 0.114T ≤ . Согласно расчетам 
принимаем период квантования 0 0,1T =  с. 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.1

0.2

0.3

0.4

B ω( )

Bmax1

ω  
Рис. 2. График изменения В-характеристики  

от частоты 
Результат моделирования работы САУ дози-

рования флокулянта приведен на рис. 3 [3]. 
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1
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1.05

0.95

n T0⋅  
Рис. 3. Переходная функция САУ дозированием 
флокулянта: ( )y n  – содержание твердой фазы  

в сливе 
Практическая значимость 

Выполнен синтез оптимального цифрового 
регулятора с квадратичным критерием качест-
ва, который, в отличие от существующих сис-
тем, обеспечивает минимизацию отклонения 
дозирования флокулянта за счет введения об-
ратной связи. Это позволяет получить требуе-
мое качество переходного процесса с характе-
ристиками: величина перерегулирования состав-
ляет 3,5σ =  %, время переходного процесса 

6,5=pt  с, переходный процесс апериодический, 
регулирование астатическое. 

Выводы  

Использование принципов оптимального 
управления обеспечивает наилучшее качество 
регулирования при учете всех ограничений. Рас-
считанный оптимальный период дискретизации 

позволяет добиться требуемой точности регули-
рования без потери информации о процессе. 
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СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОГО ЦИФРОВОГО РЕГУЛЯТОРА 
ДОЗУВАННЯ ФЛОКУЛЯНТІВ 

Мета. Завданням автоматичного управління процесами згущення шламових вод і освітлення відходів 
флотації є стабілізація щільності згущеного продукту в заданому діапазоні і підтримка змісту твердої фази в 
зливі не вище допустимого рівня при мінімальній витраті флокулянту. В існуючих системах автоматичного 
управління дозування флокулянту здійснюється за змістом твердої фази на вході апарату (принцип розі-
мкнутого управління). Це веде до його перевитрати і до збільшення дисперсії щільності зливу. Для мініміза-
ції відхилень від заданого значення і забезпечення заданої якості перехідного процесу потрібно виконати 
синтез оптимального цифрового регулятора. Величина перерегулювання не повинна перевищувати 5 %. 
Виконати моделювання роботи системи для визначення якості перехідних процесів. Методика. Синтез 
оптимального цифрового регулятора виконаний на основі методу динамічного програмування. Результати. 
Математична модель об’єкта управління представлена в нормальній формі Коші і далі у вигляді різницевих 
рівнянь. Розраховано оптимальний період квантування як функція від заданої похибки регулювання та 
швидкості зміни вихідної координати. Отримано диференціальне рівняння Беллмана і визначено умову 
досягнення мінімуму функціонала якості. Функція Беллмана представлена у вигляді квадратичної форми від 
змінних стану системи. Для обмеження можливого управління розраховані вагові коефіцієнти функціонала 
виходячи з максимально допустимих значень змінних стану системи і керуючих впливів під час перехідного 
процесу. Практична значимість. Модулюванням роботи САУ дозування флокулянта встановлено, що 
величина перерегулювання складає 3,5 %, час перехідного процесу 5,6 с, перехідний процес аперіодичний, 
регулювання астатичне, що відповідає вимогам, що до САУ. 

Ключові слова: флокулянт; оптимальний цифровий регулятор; період квантування; динамічне програму-
вання; диференціальне рівняння Беллмана; алгебраїчне рівняння Ріккаті; нормальна форма Коші 
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SYNTHESIS OF OPTIMAL DIGITAL CONTROLLER OF FLOCCULANT 
DOSING 

Purpose. The task of automatic process control of the slime water thickening and flotation tailings clarification 
is the stabilization of thicken product density within the given range and keeping up the solids content in the over-
flow not above the permissible level with minimum use of the flocculants. In existing systems for automatic control 
the flocculant dosing is carried out according to the solids content in the device input (the principle of open-loop 
control). This leads to the excess consumption of the flocculants and increase the dispersion density of the overflow. 
To perform the synthesis of the optimal digital controller in order to minimize the deviations from the master control 
and ensure the specified quality of the transition process. Over controlling value should not exceed 5 %. To perform 
the system operation modeling in order to determine the quality of transient processes. Methodology. Synthesis of 
the optimal digital controller is based on the method of dynamic programming. Findings. A mathematical model of 
the object control is represented in the normal form of Cauchy and further in the form of differential equations. The 
optimum period of quantization as the function from specified error of control and the output coordinate change is 
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calculated. The differential equation of Bellman is obtained and the condition for minimization of the quality func-
tional. Bellman function is represented as a quadratic form from the variables of the system condition. In order to 
limit possible control, the weight coefficients of the functional are calculated based on maximum permitted values 
of the system condition variables and the control actions during the transient process. Practical value. Using the 
modeling of ACS of the flocculant dosing it was established that the over controlling amount is 3.5 %, the transient 
process life 5.6 sec, the transient process is aperiodical, non-static control, which meets the requirements imposed on 
the ACS. 

Keywords: flocculant; the optimal digital controller; the quantization period; dynamic programming; Bellman 
differential equation; the algebraic Riccati equation; the normal form of Cauchy 
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