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АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ ИЗМЕНЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ СПРЯМЛЕНИЯ 
ВЕСОВЫХ ФУНКЦИЙ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПО ГРАНИЧНОЙ 
ПЛОТНОСТИ И ЗОЛЬНОСТИ НА УСТОЙЧИВОСТЬ МОДЕЛИ 
ОПИСАНИЯ ФРАКЦИОННОГО СОСТАВА УГЛЯ 

Цель. Задача восстановления информации о фракционном составе является одной из главных задач уг-
леобогащения, поскольку качество ее решения непосредственно влияет на все производственные процессы 
углеобогатительной фабрики. В силу того, что модель описания фракционного состава имеет стохастиче-
скую природу, как и метод идентификации параметров модели, одним из перспективных направлений даль-
нейших исследований является анализ влияния ошибок определения параметров модели на ее устойчивость. 
Для этого необходимо проанализировать экспериментальные данные для оценки влияния изменения пара-
метров спрямления весовых функций распределения по граничной плотности и зольности на устойчивость 
модели описания фракционного состава угля. Методика. Задача решена методами математической стати-
стики и случайных процессов и методами оптимизации. Результаты. Анализ влияния изменения парамет-
ров спрямления весовых функций распределения по граничной плотности и зольности на устойчивость мо-
дели описания фракционного состава угля показал следующее. В небольшой окрестности оптимального 
значения параметров 0a , 1a , 0b  и  1b  оценка относительной погрешности определения выходов узких фрак-
ций и оценка относительной погрешности определения средней зольности узких фракций не превышает 
0,05. Практическая значимость. Проведенный анализ показал, что в малой окрестности оптимальных зна-
чений параметров модели описания фракционного состава угля ошибка определения выходов и средних 
зольностей мало чувствительна к изменению значений параметров и не превышает погрешности получения 
экспериментальных данных. 

Ключевые слова: фракционный состав; устойчивость; весовая функция распределения; граничная плот-
ность и зольность 

Введение 

Восстановление информации об исходном 
сырье [1, 3, 4], в частности задача восстановле-
ния информации о фракционном составе [12, 
13, 15], является одной из главных задач угле-
обогащения, поскольку качество ее решения 
непосредственно влияет на все процессы угле-
обогатительной фабрики. На практике решение 
этой задачи – это неизбежный компромисс ме-
жду ценой проведения фракционного анализа и 
точностью, то есть количеством расслоений. 
Поэтому актуальной задачей современного уг-
леобогащения является задача нахождения та-
кого описания информации о фракционном со-
ставе угля [18, 19], которое позволяло бы мак-
симально подробно рассчитывать выход и 
зольность угля произвольного числа узких 
фракций по минимальному объему опробова-
ний. 

Одним из решений поставленной задачи яв-
ляется модель описания фракционного состава 
угля, основанная на применении весовых 
функций распределения по граничной плотно-
сти и граничной зольности в совокупности с 
понятием поверхности обогатимости. Такая 
модель позволяет получить аналитическое ре-
шение, которое учитывает физические ограни-
чения, накладываемые на описание фракцион-
ного состава угля. В силу того, что данная мо-
дель имеет стохастическую природу, как и ме-
тод идентификации параметров модели, одним 
из перспективных направлений дальнейших 
исследований является анализ влияния ошибок 
определения параметров модели на ее устойчи-
вость [6, 7, 10, 16]. 

Цель 

Провести анализ экспериментальных дан-
ных для оценки влияния изменения параметров 
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спрямления весовых функций распределения 
по граничной плотности и зольности на устой-
чивость модели описания фракционного соста-
ва угля. 

Методика 

Параметры модели описания фракционного 
состава можно условно разделить на физиче-
ские (минимальная и максимальная граничная 
плотность), вещественные (минимальная и 
максимальная граничная зольность) и парамет-
ры спрямления, определяемые методом вероят-
ностной бумаги. Метод вероятностной бумаги 
[9, 11, 14] основан на поиске такого преобразо-
вания функции распределения, которое пре-
вращает ее в прямую линию. Тогда вопрос на-
хождения параметров функции распределения 
сводится к нахождению коэффициентов урав-
нения прямой [2, 17]. 

Результаты 

Модель фракционного состава угля можно 
описать такой системой уравнений [13]: 
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∫
где 0 1 0 1, , ,a a b b  – параметры модели, получаемые 
по экспериментальным данным, 0 1,ρ ρ  – соответ-
ственно минимальная и максимальная граничная 
плотность. 

Из описания модели видно, что изменение 
параметров 0 1,b b  оказывает влияние на вычис-
ление средней зольности и не влияет на вычис-
ление значений выходов узких фракций. 

Рассмотрим экспериментальные данные о 
фракционном составе машинных классов рядо-
вого угля шахты имени В. М. Бажанова (класс 
+50 мм), проведем идентификацию параметров 
модели и сравним экспериментальные и теоре-

тические результаты (см. табл. 1): 

0 0,29116839a = , 1 0,45787426a = , 

0 0,4603119b = , 1 1,58157593b = , 

0 1,36640131ρ = , 1 2,45014652ρ = , 

0 0,02037467λ = , 1 0,94608455λ = , 

59,026keβ = , 59,026kβ = . 

Таблица  1  

Сравнение теоретических и экспериментальных 
данных описания фракционного состава угля 

(шахты имени В. М. Бажанова) 

γe , % tγ , % ∆γ d
eΑ ,% d

tΑ ,% d|∆Α |  

41,4 41,4 0 17,2 17,3112 0,1112 

13,1 13,1 0 74,6 74,1563 0,4437 

45,5 45,49 0,1 92,6 92,6297 0,0297 

 
Из результатов сравнения (см. табл. 1) вид-

но, что относительная погрешность определе-
ния выхода и средней зольности угля узких 
фракций не превышает погрешности получения 
экспериментальных данных. 

1 e t1
max i ii n≤ ≤

ε = γ − γ  – оценка абсолютной по-

грешности определения выхода в описании 
фракционного состава; 

e t
2 1 e

max i i

i n i≤ ≤

γ −γ
ε =

γ
 – оценка относительной 

погрешности определения выхода в описании 
фракционного состава; 

( )2
e t3

1
γ γ

n

i i
i=

ε = −∑  – сумма квадратов откло-

нений выходов узких фракций в описании 
фракционного состава; 

4

2γ γe t
γ e1

n i i
ii

⎛ ⎞−
ε = ⎜ ⎟∑ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠

 – сумма квадратов от-

носительных отклонений выходов узких фрак-
ций в описании фракционного состава, где 

e t,i iγ γ  – соответственно выход i -й узкой фрак-
ции по экспериментальным и теоретическим 
данным; 
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d d
5 e t1

max Αi ii n≤ ≤
ε = Α −  – оценка абсолютной по-

грешности определения зольности в описании 
фракционного состава; 

d d
e t

6 d1 e

Α
max

Α
i i

i n i≤ ≤

Α −
ε =  – оценка относительной 

погрешности определения средней зольности в 
описании фракционного состава;  

( )2d d
e t7

1

n

i i
i=

ε = Α −Α∑  – сумма квадратов от-

клонений средних зольностей узких фракций в 
описании фракционного состава; 

2d d
e t

8 d
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n i i

i i=

⎛ ⎞Α −Α
ε = ∑⎜ ⎟⎜ ⎟Α⎝ ⎠

 – сумма квадратов отно-

сительных отклонений выходов узких фракций 
в описании фракционного состава, где d d

e t,i iΑ Α  
– соответственно средняя зольность i -й узкой 
фракции по экспериментальным и теоретиче-
ским данным. 

Проведем численный эксперимент в окрест-
ности [ ];0,24116839 0,34017337  оптимального 
значения параметра 0a . Анализ результатов 
численного эксперимента показал, что оценка 
абсолютной погрешности определения выходов 
узких фракций (рис. 1) на промежутке 
[ ]0,29042212;0,29191466 , оценка относитель-
ной погрешности (рис. 2) на промежутке 
[ ]0,26604401;0,31878033  и сумма квадратов от-
клонений на промежутке [ ]0,2894271;0,29290968  
(рис. 3) не превышают 0,05. Сумма квадратов 
относительных разностей (рис. 4) близка к ну-
лю на всем исследуемом диапазоне. Поведение 
модели при определении средней зольности  
(рис. 5–8) имеет схожий характер: в диапазонах 
[ ]0,29042212;0,29191466 , [0,27947685;  

]0,30435247 , [ ]0,28992461;0,29241217  соот-
ветственно 5 ,ε  6 ,ε 7ε  меньше 0,05, а 8ε  – близ-
ка к нулю на всем исследуемом диапазоне. 

Проведем численный эксперимент в окрест-
ности [ ];0,40787426 0,50687924  оптимального 
значения параметра 1a . Анализ результатов 
численного эксперимента показал, что оценка 
абсолютной погрешности определения выходов 
узких фракций (рис. 9) на промежутке 

[ ]0,29042212;0,29191466 , сумма квадратов от-
клонений на промежутке [0,2894271;  

]0,29290968  (рис. 11) не превышают 0,05. 
Оценка относительной погрешности и сумма 
квадратов относительных разностей (рис. 10, 
12) близка к нулю на всем исследуемом диапа-
зоне. Поведение модели при определении сред-
ней зольности (рис. 13–16) имеет схожий ха-
рактер: в диапазонах [ ]0,44270013;0,47454093 , 

[ ]0,44369516;0,47205336 , соответственно 5 ,ε  

7ε  меньше 0,05, а 6 ,ε  8ε  – близка к нулю на 
всем исследуемом диапазоне. 

 
Рис. 1. Зависимость оценки абсолютной  

погрешности определения выходов узких фракций 
от коэффициента спрямления 0a  

 
Рис. 2. Зависимость оценки относительной  

погрешности определения выходов узких фракций 
от коэффициента спрямления 0a  

8484



ISSN 2307–3489 (Print), ІSSN 2307–6666 (Online) 

  Наука та прогрес транспорту. Вісник Дніпропетровського  
національного університету залізничного транспорту, 2013, вип. 3 (45) 

 

МОДЕЛЮВАННЯ ЗАДАЧ ТРАНСПОРТУ ТА ЕКОНОМІКИ 
 

© О. В. Грачёв, 2013 

 
Рис. 3. Зависимость оценки суммы квадратов 

отклонений выходов узких фракций  
от коэффициента спрямления 0a  

 
Рис. 4. Зависимость оценки относительных  

отклонений выходов узких фракций  
от коэффициента спрямления 0a  

 
Рис. 5. Зависимость оценки абсолютной  

погрешности определения зольности фракций  
от коэффициента спрямления 0a  

 
Рис. 6. Зависимость оценки относительной  

погрешности определения зольности фракций  
от коэффициента спрямления 0a  

 
Рис. 7. Зависимость оценки суммы квадратов 

отклонений зольности фракций от коэффициента 
спрямления 0a  

 
Рис. 8. Зависимость оценки относительных  

отклонений зольности фракций от коэффициента 
спрямления 0a  
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Рис. 9. Зависимость оценки абсолютной по-

грешности определения выходов узких фракций  
от коэффициента спрямления 1a  

 
Рис. 10. Зависимость оценки относительной 

погрешности определения выходов узких фракций 
от коэффициента спрямления 1a  

Проведем численный эксперимент в окрест-
ности [ ]0,4103119 0,5093; 1688  оптимального 
значения параметра 0b . Анализ результатов 
численного эксперимента показал, что оценка 
абсолютной погрешности определения средних 
зольностей узких фракций (рис. 17) на проме-
жутке [ ]0,44762533;0,47299847 , оценка отно-
сительной погрешности (рис. 18) на промежут-
ке [ ]0,43867011;0,4824512  и сумма квадратов 
отколнений (рис. 19) на промежутке 
[ ]0,45707807;0,46354575  не превышают 0,05. 
Сумма квадратов относительных разностей 
(рис. 20) близка к нулю на всем исследуемом 
диапазоне. 

 

 
Рис. 11. Зависимость оценки суммы квадратов 

отклонений выходов узких фракций  
от коэффициента спрямления 1a  

 
Рис. 12. Зависимость оценки относительных 

отклонений выходов узких фракций  
от коэффициента спрямления 1a  

 
Рис. 13. Зависимость оценки абсолютной  

погрешности определения зольности фракций  
от коэффициента спрямления 1a  
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Рис. 14. Зависимость оценки относительной 
погрешности определения зольности фракций  

от коэффициента спрямления 1a  

 
Рис. 15. Зависимость оценки суммы квадратов 

отклонений зольности фракций от коэффициента 
спрямления 1a  

 
Рис. 16. Зависимость оценки относительных 

отклонений зольности фракций от коэффициента 
спрямления 1a  

 
Рис. 17. Зависимость оценки абсолютной по-
грешности определения зольности фракций  

от коэффициента спрямления 0b  

 
Рис. 18. Зависимость оценки относительной 
погрешности определения зольности фракций  

от коэффициента спрямления 0b  

 
Рис. 19. Зависимость оценки суммы квадратов 

отклонений зольности фракций от коэффициента 
спрямления 0b  
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Рис 20. Зависимость оценки относительных  

отклонений зольности фракций от коэффициента 
спрямления 0b  

Проведем численный эксперимент в окрест-
ности [ ];1,53157593 1,63058091  оптимального 
значения параметра 1b . Анализ результатов чис-
ленного эксперимента показал, что оценка абсо-
лютной погрешности определения средних золь-
ностей узких фракций (рис. 21) на промежутке 
[ ]1,569386888;1,59326747  и сумма квадратов 
отклонений (рис. 23) на промежутке 
[ ]1,57386449;1,5902824  не превышают 0,05. 
Оценка относительной погрешности и сумма 
квадратов относительных разностей  
(рис. 22, 24) близка к нулю на всем исследуемом 
диапазоне. 

Р
ис. 21. Зависимость оценки абсолютной  

погрешности определения зольности фракций  
от коэффициента спрямления 1b  

 
Рис. 22. Зависимость оценки относительной 
погрешности определения зольности фракций  

от коэффициента спрямления 1b  

 
Рис. 23. Зависимость оценки суммы квадратов 

отклонений зольности фракций  
от коэффициента спрямления 1b  

 
Рис. 24. Зависимость оценки относительных 

отклонений зольности фракций  
от коэффициента спрямления 1b  
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Практическая значимость 

Проведенный анализ показал, что в окрест-
ности 0,05 оптимальных значений параметров 
модели описания фракционного состава угля 
ошибка определения выходов и средних золь-
ностей мало чувствительна к изменению значе-
ний параметров и практически всегда (кроме 
значений на границах диапазона) не превышает 
погрешности получения экспериментальных 
данных.  

Выводы 

Проведенные исследования доказывают, что 
стохастическая природа модели описания  
фракционного состава угля и стохастический 
метод идентификации параметров модели не 
влияют в окрестности оптимальных значений 
параметров на результаты расчета фракционно-
го состава. Таким образом, данная модель об-
ладает в определенных пределах устойчиво-
стью к ошибкам эксперимента и определения 
оптимальных значений параметров модели. 
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АНАЛІЗ ВПЛИВУ ЗМІНИ ПАРАМЕТРІВ ВИПРЯМЛЕННЯ ВАГОВИХ 
ФУНКЦІЙ РОЗПОДІЛУ ЗА ГРАНИЧНОЮ ЩІЛЬНІСТЮ Й 
ЗОЛЬНІСТЮ НА СТІЙКІСТЬ МОДЕЛІ ОПИСУ ФРАКЦІЙНОГО 
СКЛАДУ ВУГІЛЛЯ 

Мета. Завдання відновлення інформації щодо фракційного складу рядового вугілля є одним із головних 
завдань вуглезбагачення, оскільки якість його вирішення безпосередньо впливає на всі процеси вуглезбага-
чувальної фабрики. З огляду на те, що модель опису фракційного складу має стохастичну природу, як і ме-
тод ідентифікації параметрів моделі, одним з перспективних напрямків подальших досліджень є аналіз 
впливу помилок визначення параметрів моделі на її стійкість. Для цього необхідно проаналізувати експери-
ментальні дані для оцінки впливу зміни параметрів спрямлення вагових функцій розподілу за граничною 
щільністю й зольністю на стійкість моделі опису фракційного складу вугілля. Методика. Задача розв'язана 
методами математичної статистики й випадкових процесів і методами оптимізації. Результати. Виконаний 
аналіз впливу зміни параметрів спрямлення вагових функцій розподілу за граничною щільністю й зольністю 
на стійкість моделі опису фракційного складу вугілля показав таке. У невеликому околі оптимального зна-
чення параметрів 0a , 1a , 0b  і 1b  оцінка відносної похибки визначення виходів вузьких фракцій і оцінка від-
носної похибки визначення середньої зольності вузьких фракцій не перевищує 0,05. Практична значи-
мість. Виконаний аналіз показав, що в малому околі оптимальних значень параметрів моделі опису фрак-
ційного складу вугілля помилка  визначення виходів і середніх зольностей мало чутлива до зміни значень 
параметрів і не перевищує похибки отримання експериментальних даних. 

Ключові слова: фракційний склад; стійкість; вагова функція розподілу; гранична щільність та зольність 
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ANALYSIS OF PARAMETERS CHANGE EFFECT OF WEIGHT 
FLATNESS FUNCTIONS IN BOUNDARY DENSITY AND ASH CONTENT 
ON MODEL STABILITY OF COAL FRACTIONAL COMPOSITION 
DESCRIPTION  

Purpose. The fractional composition information recovery is one of the main problems of coal enrichment, as 
the quality of its solving directly affects at all the processes of coal preparation plant. Due to the fact that this model 
has a stochastic nature, as well as the method of identifying the model parameters, a promising direction for further 
research is to analyze the effect of errors in the determination of model parameters on its stability. This requires an 
analysis of the experimental data to assess changes effect of weight flatness functions in boundary density and ash 
content on model description stability of coal fractional composition. Methodology. The problem is solved by 
methods of mathematical statistics and stochastic processes, and optimization methods. Findings. Analysis carried 
out of changes effect of weight flatness functions in boundary density and ash content on model description stability 
of coal fractional composition has shown the following. In a small neighborhood of the parameters 0a , 1a , 0b  and 

1b  assessment of the relative error in determining the output of narrow fractions and assessment of the relative error 
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in determining the average ash content of narrow fractions is less than 0.05. Practical value. The analysis showed 
that in a small neighborhood of the optimal values of the model parameters describing coal fractional composition 
an error in determining the composition of the coal output and an average ash content is not very sensitive to 
changes in parameter values and do not exceed the error of obtaining experimental data.  

Keywords: fractional composition; stability; weight distribution function; boundary density; ash content 
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