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УДК 624.075 

С. В. РАКША (ДИИТ) 

ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ФОРМ ПОТЕРИ УСТОЙЧИВОСТИ СЖАТОГО 
ТОНКОСТЕННОГО ШВЕЛЛЕРА ПРИ ПРЕДВАРИТЕЛЬНОМ  
МЕСТНОМ ВЫПУЧИВАНИИ 

Розглядається зв’язана втрата стійкості тонкостінних стержнів з попереднім локальним випучуванням 
при врахуванні загальної початкової недосконалості форми, ексцентриситету прикладення стискаючої сили 
і взаємного впливу загальної і локальної форм випучування. 

Рассматривается связанная потеря устойчивости тонкостенных стержней с предварительным местным 
выпучиванием, с учетом общего начального несовершенства формы, эксцентриситета приложения сжи-
мающей силы и взаимного влияния общей и местной форм выпучивания. 

The coupled instability of thin-walled columns with a preliminary local buckling is considered taking into ac-
count the overall initial imperfection, eccentricity of the compression force application and interaction of overall 
and local buckling modes. 

Основная идея теории связанного выпучи-
вания тонкостенных стержней состоит в учёте 
взаимодействия форм потери устойчивости – 
общих (для которых контур поперечного сече-
ния можно считать недеформируемым) и мест-
ных (для которых линии контакта отдельных 
пластин, образующих стержень, остаются не-
подвижными). Это взаимодействие является 
существенно нелинейным, поскольку в линей-
ной теории все собственные формы (общие и 
местные) независимы. 

В данной работе рассматривается задача о 
связанной потере устойчивости тонкостенных 
стержней швеллерного профиля с предвари-
тельным местным выпучиванием при учете 
общего начального несовершенства формы (ис-
кривления оси стержня), эксцентриситета при-
ложения сжимающей силы и взаимного влия-
ния общего изгиба и местной формы. Решение 
задачи включает: расчет общего докритическо-
го изгиба, расчет местной устойчивости с уче-
том общего изгиба, расчет равновесной ветви 
общего изгиба с «редуцированной» жесткостью 
поперечного сечения, определение предельной 
нагрузки. 

1. Постановка задачи устойчивости 
1.1. Нагрузка местного выпучивания  

с учетом докритического общего прогиба 

Рассматривается тонкостенный швеллер 
длиной L , шарнирно опертый на краях и на-
груженный сжимающей силой P , приложен-
ной с эксцентриситетом e  (рис. 1,а). 

Наличие эксцентриситета приложения на-
грузки и/или начальной погиби omw  (искривле-
ния оси стержня), приводит к перераспределе-
нию напряжений по сечению в докритическом 

состоянии. Выражения для определения докри-
тического прогиба внецентренно сжатого сте-
ржня (и максимального прогиба mw  при 

2x L= ) получены в работе [1]:  

а)                                          б) 

Рис. 1. Схема нагружения (а) и профиль редуциро-
ванного сечения швеллера при общем изгибе  

с догружением стенки (б) 
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( эP  – критическая эйлерова нагрузка). 
Расчет местной формы для совокупного по-

перечного сечения как соединения тонких пла-
стин с разбиением элементов профиля на про-
дольные полосы (см., напр., [2]) позволяет рас-
считывать напряжения в срединной поверхно-
сти профиля с учетом докритического прогиба. 

Влияние докритического прогиба на крити-
ческую нагрузку местной потери устойчивости 
внецентренно сжатого стержня при двух на-
правлениях общего изгиба иллюстрирует  

105



рис. 2. Рассматривались стержни швеллерного 
профиля различной длины с параметрами сече-
ния 0,4, 0,0125b h t h= =  при эксцентриситете 
приложения сжимающей силы 0,1xe b=  и несо-
вершенстве по общей форме 750ow L= . Экс-
центриситет и погибь принимались одного зна-
ка, причем, в случае 0xe < , 0ow <  догружалась 
стенка швеллера (рис. 2,а), при 0xe > , 0ow >  
догружались полки (рис. 2,б). 

Снижение критической нагрузки местной 
потери устойчивости м( )wP  вследствие докри-
тического общего прогиба становится особенно 
заметным при большой гибкости стержня ( мP  – 
нагрузка местного выпучивания без учета док-
ритического прогиба). Для равноустойчивого 
стержня по общей и местной формам выпучи-
вания это снижение критической нагрузки со-
ставляет около 30 %. 

                    а)                                             б) 

Рис. 2. Критические напряжения общего и местного 
выпучивания внецентренно сжатого швеллера 

1.2. Устойчивость тонкостенного стержня  
с редуцированным поперечным сечением 

Редуцирование поперечного сечения при 
местной потере устойчивости выполняется пу-
тем выключения из работы части сжатых эле-
ментов профиля с дальнейшим использованием 
в расчете «эффективного» сечения.  

Известны различные способы учета измене-
ния жесткостных характеристик пластин при 
местной потере устойчивости. Одна из первых 
формул для определения коэффициента реду-
цирования площади сжатого тонкостенного 
элемента предложена Т. Карманом [3]: 

 кр

max

σ
η =

σ
, (2) 

где крσ – напряжение в сжатом элементе при 
местной потери устойчивости; σmax  – макси-
мальные напряжения в сжатом элементе.  

Накопленный экспериментальный материал 
по исследованию закритического поведения 
тонкостенных конструкций позволил уточнить 
выражение (2). Дж. Винтер в работе [4]) пред-
ложил формулу  

 кр кр

max max
1 0,22
⎛ ⎞σ σ
⎜ ⎟η = −
⎜ ⎟σ σ⎝ ⎠

. (3) 

При использовании формул Кармана и Вин-
тера равновесная ветвь P = f(w) имеет два уча-
стка. На первом участке редуцирование не вы-
полняется, т.е. 1η = . На втором участке – жест-
кость редуцируется по (2) или (3). Условие на-
чала редуцирования получаются из (2) и (3) при 

1η = . Редуцирование поперечного сечения по 
формуле Кармана начинается при уровне на-
пряжений в догружаемом элементе, соответст-
вующем напряжениям местного выпучивания 

max крσ =σ . Редуцирование при использовании 
формулы Винтера начинается при напряжениях 
в догружаемом элементе max кр0,453σ = σ . 

Для определения редукционного коэффици-
ента В. Койтером [5] предложена формула 

 2 2 41 ( ) /g gη = − , (4) 

где ( )g y  – поперечный профиль местной фор-
мы, а черта сверху обозначает среднее значение 
соответствующей величины. 

Данный способ определения редукционного 
коэффициента является весьма приближенным, 
во-первых, в связи с использованием в выраже-
нии (4) оценок снизу [5] и, во-вторых, вследст-
вие того, что изменение профиля местной фор-
мы ( )g y  с ростом нагрузки не учитывается. 

Кроме того, формулы Кармана (2) и Винте-
ра (3) дают непрерывное изменение коэффици-
ента редуцирования (с ростом нагрузки). По 
Койтеру (4) коэффициент η  изменяется в мо-
мент местной потери устойчивости резко, скач-
кообразно (рис. 3). 

Важным моментом является распределение  
«эффективной» площади по сечению сжатых 
элементов тонкостенных стержней при различ-
ных условиях опирания пластин на ненагру-
женных краях, а также в зависимости от на-
правления общего изгиба стержня. 

Наиболее обоснованным представляется 
подход, предложенный в работе [6]. В элемен-
тах профиля, опертых по двум продольным 
краям (стенках), эффективное сечение получа-
ется «удалением» средней части (рис. 4,а). В 
элементах со свободным краем (полках) выбор 
способа редуцирования зависит от ориентации 
относительно направления общего изгиба. В 
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полках, параллельных плоскости общего изги-
ба, «удаляется» часть пластины на свободном 
крае (рис. 4,б). Если полка расположена пер-
пендикулярно плоскости общего изгиба, эф-
фективное сечение получается «уменьшением» 
толщины, начиная со свободного края  
(рис. 4,в). Когда значение коэффициента реду-
цирования 0,5η≤  – «уменьшается» толщина 
полки в месте соединения со смежным элемен-
том (рис. 4, г).  

 
Рис. 3. Характер изменения коэффициента редуци-
рования при расчете по различным формулам 

 
Рис. 4. Распределение «эффективной» площади  

по сечению 

Следует учитывать также, что редуцирова-
ние элементов профиля приводит к изменению 
положения эффективного центра жесткости и 
жесткостных характеристик сечения стержня, 
что, в свою очередь, сказывается на общей ус-
тойчивости стержня в закритической области.  

Для внецентренно сжатого стержня  
(рис. 1,а) принимаем прогиб w и общую погибь 
wo в виде: 

 osin ; sinm o m
x xw w w w

L L
π π

= = , (5) 

( mw , omw  – амплитуды общего прогиба и на-
чального несовершенства).  

Дифференциальное уравнение изогнутой 
оси стержня при общем изгибе  

 * , ( *)xx oEI w P w e w e= − + + + , (6) 

где * ( )I f= η , * ( )e f= η  – «редуцированный» 
момент инерции сечения и смещение эффек-
тивного центра жесткости. 

Используя метод Бубнова-Галеркина, полу-
чим выражение для максимального прогиба в 
средней части по длине стержня 

 
*

*
o

1 4 ( )
1m mw w e e

P P
⎡ ⎤= + π +⎣ ⎦−

, (7) 

где *
2 2

*P EI L= π  – «редуцированная» эйлерова 
нагрузка. 

Выражение для максимального прогиба (7) 
имеет такой же вид, как и у А. С. Вольмира [7], 
но, в отличие от [7], здесь, кроме начальной 
погиби, учитывается эксцентриситет приложе-
ния силы и смещение эффективного центра же-
сткости. Напряжения в стержне с редуцирован-
ной площадью *A  определяется с учетом сме-
щения эффективного центра жесткости *e .  

1.3. Определение предельной нагрузки 

Для тонкостенных стержней при централь-
ном сжатии (со случайным эксцентриситетом), 
а также при внецентренном сжатии, когда дог-
ружаемый элемент испытывает равномерные 
напряжения по ширине (например, изгиб швел-
лера в плоскости симметрии с догружением 
стенки), представляется оправданным опреде-
ление предельной силы по началу текучести. В 
случае, когда напряжения в догружаемом эле-
менте переменные по ширине (в полках вне-
центренно сжатого швеллера), такой способ 
определения предельной нагрузки будет давать 
значения силы «в запас». Кроме того, в случае 
моносимметричного профиля большое значе-
ние имеет направление общего изгиба. В этом 
можно убедиться, в частности, на примере вне-
центренного сжатия стержня швеллерного 
профиля (см. рис. 2). 

2. Численный анализ решения  
и сравнение с экспериментами 

На рис. 5 показаны равновесные ветви 
* ( )P f w= , построенные по (7) с использовани-

ем формул (2) – (4) для определения коэффици-
ента редуцирования поперечного сечения, и 
уровень нагрузки, соответствующей местному 
выпучиванию *

kpP  для упругого центрально 
сжатого швеллера с параметрами: 

6,67, 0,4, 50L h b h h t= = = . Значение общей 
погиби – 750ow L= . При общем изгибе дог-
ружается стенка (сжимающая сила приведена к 

безразмерному виду * 6
2 10PP

E L
=

⋅
).  

При редуцировании по формуле Койтера 
изменение «эффективной» жесткости стержня 
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происходит в момент местного выпучивания, и 
прогиб нарастает скачкообразно (рис. 5,а). При 
использовании формул Кармана (рис. 5,б)  
и Винтера (рис. 5,в) прогиб увеличивается  
плавно. 

Выполнено сравнение расчетов по изложен-
ному подходу с результатами испытаний стер-
жней швеллерного сечения, которые приведены 
в работе H. J. R. Rasmussen, G. J. Hancock [8]. 
Испытывались шарнирно опертые сварные 
швеллеры из стали с высоким пределом текуче-
сти ( yR более 350 МПа), на центральное сжатие 
(со случайным эксцентриситетом), а также на 
внецентренное сжатие. Было испытано не-
сколько серий стержней, отличавшихся шири-
ной полки и стенки (длина варьировалась внут-
ри каждой серии). Серия 1 включала стержни с 
параметрами: h  = 250 мм, b = 110 мм, t = 5 мм; 
серия 2: h = 360мм, b = 160 мм, t = 5 мм.  

На рис. 6 показаны значения предельных 
(средних по сечению) напряжений отнесенных 
к расчетному сопротивлению ( ср

пр yRσ ) для эк-
спериментальных образцов (обозначены марке-
рами), а также, рассчитанные по данному под-
ходу с использованием формулы Винтера (3). 
Несовершенства общей формы приняты: 

750ow L= . Направление (знак) погиби приня-
то таким, чтобы при общем изгибе догружались 
полки швеллера.  

Прерывистой линией обозначены напряже-
ния, соответствующие началу пластического 
деформирования в полках швеллера (на докри-
тическом участке равновесной ветви). Как вид-
но, редуцирование сечения по формуле Винте-
ра дает надежный результат для всех серий об-
разцов (при значительном запасе по силе). 
Формулы Кармана и Койтера не используются 
(то есть редуцирование не выполняется), т.к. 
пластические деформации начинаются до мест-
ной потери устойчивости. 

Представленные на рис. 6 расчетные данные 
соответствуют общему изгибу стержней с дог-
ружением полок швеллера. В случае противо-
положного направления общего изгиба несущая 
способность будет существенно выше. 

B. Young, K. J. R. Rasmussen [9] испытывали 
центрально сжатые стальные стержни швел-
лерного профиля различной длины с парамет-
рами поперечного сечения 36 мм,b =  

  96 мм,h =     1,5 ммt =  и жесткой заделкой 
нагруженных краев. Расчетное сопротивление 
материала 450 МПаyR = .  

На рис. 7 показаны отношения предель- 
ной  сжимающей  нагрузки  к  нагрузке  мест-
ного выпучивания, полученные в эксперименте,  

 
Рис. 5. Равновесные ветви для центрально сжатого 
швеллера при редуцировании сечения по различным 

формулам 

результаты расчетов при редуцировании попе-
речного сечения по формуле Винтера (3) при 
общей погиби 750ow L= , а также результаты 
расчетов, приведенные в [9] (пунктирная ли-
ния). В расчетах принималось, что при общем 
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изгибе догружается стенка швеллера. Расчет с 
использованием формулы Винтера хорошо 
описывает экспериментальные точки во всем 
диапазоне длин испытанных стержней.  

 
Рис. 6. Расчетные относительные предельные на-

пряжения и экспериментальные данные [8]: 
1 – редуцирование по Винтеру; (○) – эксперимент 

 
Рис. 7. Сравнение результатов расчета сжатого 
швеллера с экспериментальными данными [9]: 

1 – редуцирование по Винтеру 

Таким образом, можно сформулировать 
следующие выводы: 

• использование концепции «эффектив-
ной» площади позволяет исследовать послекри-

тическое поведение тонкостенных стержней с 
предварительным местным выпучиванием; 

• применение формулы Винтера сечения 
позволяет получить значения предельной на-
грузки, которые хорошо описывают экспери-
ментальные данные; 

• при определении несущей способности 
моносимметричных профилей с предваритель-
ным местным выпучиванием большое значение 
имеет направление общего изгиба. 
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